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严 加 安 著 


本 书 由 浅 入 深 、 全 面 系统 地 介绍 金融 数学 基本 理论 ,着 重 介绍 鞭 方 法 在 未 
定 权 益 定价 和 对 冲 中 的 应 用 . 内 容 包含 离散 时 间 投 资 组 合 选择 理论 和 金融 市 
SHAH, Black-Scholes 模型 及 其 修正 , 奇异 期 权 的 定价 和 对 冲 , It6 过 程 和 扩散 
过 程 模型 , 利率 期 限 结构 模型 ， 最 优 投资 组 合 与 投资 -消费 策略 ,静态 风险 度 
E. 本 书 第 四 章 系统 讲述 了 It6 随机 分 析 理 论 , 这 是 金融 数学 中 鞭 方 法 的 理论 
基础 , 该 章 可 以 作为 概率 论 研 究 生 学 习 It6 随机 分 析 的 简明 教材 . 

本 书 适合 金融 数学 专业 的 高 年 级 大 学 生 、 研究 生 学 习 使 用 、 也 适合 金融 数 
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《现代 数学 基础 丛书 》 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 ,书籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作 
A. 许多 成 就 卓越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ， 从 中 汲 
取 营 养 ， 获 得 教 益 ， 

20 世 纪 70 年 代 后 期 , 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 文化 大 革命 的 浩 
动 已 经 破坏 与 中 断 了 10 余年 ， 而 在 这 期 间 国际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 
着 . 1978 年 以 后 我国 青年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 . 当时 他 们 
的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚至 更 早期 的 著述 . 据 此 ， 科 学 出 版 社 陆 续 推 出 了 多 
套数 学 丛书 ， 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 丛 书 与 《现代 数学 基础 丛书 》 更 
为 突出 , 前 者 出 版 约 40 卷 , 后 者 则 傅 80 卷 . 它们 质量 甚 高， 影响 颇 大 ， 对 我 国 数 
学 研究 、 交 流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 . 

《现代 数学 基础 丛书 》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 青年 学 者 , 针对 一 些 重 要 的 数学 领域 与 研究 方向 ,， 作 较 系统 的 介绍 . 既 注 意 该 领 
域 的 基础 知识 ,又 反映 其 新 发 展 ,力求 深入 浅 出 , 简明 扼要 , 注重 创新 . 

近年 来 ， 数学 在 各 门 科 学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 
深入 的 应 用 ,还 形成 了 一 些 交 叉 学 科 . 我 们 希望 这 套 丛书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 
到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 . 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支 持 , 编辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
劳动 ， 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 . 我 们 诚挚 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好 ,为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 做 出 贡献 . 


hm k 
2003 年 8 A 
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现代 金融 经 济 学 研究 在 不 确定 环境 中 的 投资 和 交易 . 金融 数学 ( 亦 称 数理 金融 
学 ) 通过 建立 金融 市 场 的 数学 模型 , 利用 数学 工具 研究 风险 资产 (包括 衍生 金融 产 
品 和 金融 工具 ) 的 定价 、 对 冲 和 最 优 投资 消费 策略 的 选取 . 近 四 十 年 来 , 金融 数学 
不 仅 对 金融 工具 的 创新 和 对 金融 市 场 的 有 效 运作 产生 直接 影响 , 而 且 对 公司 的 投资 
决策 和 对 研究 开发 项 目的 评估 以 及 在 金融 机 构 的 风险 管理 中 得 到 广泛 应 用 . 

金融 数学 的 第 一 个 突破 是 1952 年 Markowitz 提出 的 用 于 投资 分 析 的 均值 - 方 
差分 析 方 法 . 该 方法 用 收益 率 的 期 望 和 方差 分 别 表示 投资 的 回报 和 风险 , 投资 者 从 
证 券 收 益 率 的 统计 特性 出 发 来 决定 最 优 投资 组 合 以 达到 在 回报 和 风险 间 一 种 权 
衡 . 60 年 代 中 期 , 在 Markowitz 的 均值 -方差 分 析 基 础 上 , Sharpe (1964)、Lintner 
(1965) 和 Mossin (1966) 进一步 发 现在 竞争 均衡 市 场 中 , 风险 资产 的 预期 收益 率 与 
市 场 投资 组 合 的 风险 报酬 之 间 有 一 个 线性 关系 ,这 就 是 著名 的 资本 资产 定价 模型 
(CAPM). CAPM 在 证 券 估 价 、 投 资 组 合 绩效 评估 、 资 本 预算 以 及 投资 风险 分 析 中 
有 广泛 的 应 用 . 1976 年 Ross 进一步 提出 了 著名 的 套利 定价 理论 (APT). 该 理论 
认为 证 券 收 益 率 与 一 组 因子 线性 相关 , 这 组 因子 代表 影响 证 券 收益 率 的 一 些 基本 因 
素 , 这 提供 了 理解 市 场 中 风险 与 收益 率 间 的 一 种 内 在 关系 . 

事实 上 , 金融 数学 的 历史 还 可 以 追溯 到 1900 年 法 国 数学 家 Bachelier 的 博士 
学 位 论文 《投机 的 理论 》. 在 这 篇 论文 中 , 他 首次 用 Brown 运动 来 描述 股票 价格 
的 变化 , 并 研究 了 期 权 定价 问题 . 但 Bachelier 的 工作 直到 首届 诺 贝 尔 经 济 学 奖 得 
主 Samuelson 在 1965 年 的 一 篇 文章 提 及 才 被 经 济 学 家 知晓 .Samuelson 在 文章 中 
提出 用 几何 Brown 运动 替代 Bachelier 论文 中 Brown 运动 来 描述 股票 价格 的 变动 ， 
建立 了 这 一 经 典 的 连续 时 间 金 融 数 学 模型 . 在 1969 年 和 1971 年 的 两 篇 文章 中 ， 
Merton 用 随机 动态 规划 方法 研究 了 这 一 连续 时 间 金 融 模型 下 的 最 优 消费 投资 组 合 
问题 . 1973 年 Black 和 Scholes 利用 随机 分 析 中 的 Ito 公式 导出 了 一 个 期 权 定价 公 
A, 即 著名 的 Black-Scholes 公式 .几乎 与 此 同时 , Merton (1973) 对 Black-Scholes 
模型 和 定价 公式 作 了 完善 和 多 方面 的 推广 , 并 将 他 们 用 期 权 来 估价 公司 负债 的 思想 
发 展 成 为 所 谓 的 “未 定 权益 分 析 ”. Harrison and Kreps (1979) 提出 用 志方 法 刻画 无 
套利 市 场 , 并 用 等 价 扶 测度 对 期 权 进行 定价 和 对 冲 , 这 对 金融 数学 的 日 后 发 展 产 生 
了 深远 的 影响 . 为 了 研究 利率 衍生 产品 的 定价 , 需要 对 未 来 即 期 利率 的 市 场 走 势 有 
所 预测 . 20 世纪 70 年 代 以 来 , 许多 学 者 相继 提出 了 能 够 反映 未 来 即 期 利率 的 市 场 
走势 的 许多 利率 期 限 结构 模型 , 其 中 著名 的 有 Vasicek 模型 、CIR HA. HIM 模型 
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Al BGM 模型 . 所 谓 利率 期 限 结构 , 是 指 在 某 一 时 点 上 , 各 种 不 同期 限 债券 的 利率 
与 到 期 期 限 之 间 的 关系 . 利率 期 限 结构 模型 大 致 可 分 为 两 大 类 : 无 套利 模型 和 均衡 
模型 . 前 者 是 基于 债券 市 场 价 格 是 合理 的 (不 存在 套利 机 会 ) 这 一 假定 , 而 后 者 是 
基于 流动 性 报酬 和 风险 报酬 之 间 的 关系 . 

20 世纪 80 年 代 以 来 , 许多 概率 论 及 相关 领域 的 学 者 开展 了 对 金融 数学 的 理论 
和 应 用 研究 , 国外 已 经 出 版 了 许多 有 关 金 融 数学 的 著作 , 国内 近年 来 也 有 一 些 金融 
数学 的 著作 问世 ， 本 书 上 由 在 由 浅 入 深 地 、 全 面 和 系统 地 介绍 金融 数学 的 基本 理论 ， 
着 重 介绍 鞭 方 法 在 未 定 权益 的 定价 和 对 冲 中 的 应 用 . 本 书 共 分 10 章 . 第 一 章 简单 
介绍 概率 论 基础 和 离散 时 间 鞭 论 , 这 是 专门 为 非 概率 论 专业 的 读者 准备 的 . 第 二 章 
首先 系统 介绍 经 典 的 离散 时 间 组 合 选择 理论 一 Markowitz 的 均值 -方差 分 析 , 并 
简单 介绍 作者 和 合作 者 对 Markowitz 均值 -方差 分 析 理 论 的 一 个 改进 形式 ; 接着 介 
绍 资产 定价 模型 (CAPM)、 套 利 定价 理论 (APT) 和 多 阶段 均值 -方差 分 析 理论 ; 最 
后 简要 介绍 期 望 效 用 理论 的 基本 思想 和 基于 消费 的 资产 定价 模型 .第 三 章 首先 引 
入 金融 市 场 的 基本 概念 和 二 叉 树 模型 , 接着 介绍 一 般 离散 时 间 人 金融 市 场 模型 和 无 套 
利 市 场 的 鞭 刻 画 , 最 后 讲述 期 望 效用 最 大 化 的 鞭 方 法 和 欧式 未 定 权益 的 风险 中 性 定 
价 原理 . 第 四 章 系统 讲述 了 Ita 随机 分 析 理论 , 这 是 金融 数学 中 的 鞭 方 法 的 理论 基 
础 . 本 章 首先 简要 介绍 了 基本 的 连续 时 间 随 机 过 程 的 定义 和 性 质 , DEBE F RR 
Doob-Meyer 分 解 和 连续 局 部 凌 和 半 鞭 的 二 次 变 差 过 程 ; 然后 给 出 关于 Brown 运动 
随机 积分 的 定义 , 介绍 It6 公式 、Girsanov 定理 和 轴 表 示 定 理 等 基本 结果 ; 最 后 简 
要 介绍 It6 随机 微分 方程 、 Feynman-Kac 公式 和 倒 向 随机 微分 方程 . 本 章 内 容 可 以 
单独 提取 出 来 作为 概率 论 研究 生 学 习 It6 随机 分 析 的 一 个 简明 教材 . 第 五 章 在 经 典 
的 Black-Scholes 模型 下 , 介绍 欧式 未 定 权益 定价 和 对 冲 的 鞭 方 法 , 并 推导 出 欧式 期 
权 定 价 的 Black-Scholes 公式 , 对 美式 期 权 的 定价 问题 也 进行 了 简要 讨论 . 此 外 , 通 
过 若干 例子 说 明 鞭 方法 的 具体 应 用 . 最 后 , 针对 Black-Scholes 公式 在 期 权 定价 中 出 
现 的 偏差 , 介绍 了 Black-Scholes 模型 的 几 种 修正 . 第 六 章 介绍 了 几 种 在 实际 中 常用 
的 路 径 依赖 的 特异 期 权 : 障碍 期 权 、 亚 式 期 权 、 回 望 期 权 和 重 置 期 权 , ROTA 
偏 微分 方程 方法 研究 了 这 些 特异 期 权 的 定价 和 对 冲 . 第 七 章 研究 了 It6 过 程 和 扩散 
过 程 模型 , 详细 介绍 了 未 定 权 益 定价 的 鞭 方 法 , 包括 介绍 通过 时 间 和 刻度 变换 给 出 
一 些 期 权 定价 的 显 式 公式 . 此 外 也 简要 介绍 了 美式 未 定 权益 的 定价 . 第 八 章 介 绍 债 
券 市 场 和 利率 期 限 结构 模型 , 包括 各 种 单 因 子 短期 利率 模型 、HJM 模型 以 及 HJM 
模型 的 一 个 变种 (BGM 模型 ). 此 外 , 简单 讨论 了 利率 衍生 品 的 定价 问题 . 第 九 章 介 
绍 扩散 过 程 模 型 下 的 最 优 投资 组 合 与 投资 -消费 策略 , 内 容 包 括 在 L 容许 交易 策 
略 范围 内 研究 风险 -均值 投资 组 合 选择 问题 ,期望 效用 最 大 化 问题 和 带 消 费 的 投资 
组 合 策略 选择 问题 . 第 十 章 系统 介绍 有 关 静 态 风险 度量 的 一 般 理 论 , 其 中 包括 一 致 
风险 度量 和 凸 风 险 度量 , 共 单调 次 可 加 风险 度量 , 共 单调 凸 风险 度 量 , 分 布 不 变 的 
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各 类 风险 度量 , 介绍 它们 的 刻画 和 表示 . 

本 书 前 八 章 部 分 内 容 来 自我 的 一 份 英文 讲义 , 感谢 我 的 学 生 邓 欣 雨 帮 我 将 英文 
讲义 中 的 相关 章节 翻译 成 了 本 书 第 五 、 六 、 七 章 的 初稿 . 我 曾经 用 英文 讲义 和 本 书 
的 书稿 给 我 的 历届 研究 生 讲 授 金融 数学 入 门 课程 , 感谢 他 们 发 现 书 稿 中 的 一 些 错误 
和 欠 妥 之 处 , 使 我 得 以 对 书稿 不 断 加 以 改进 和 完善 . 在 本 书 定稿 阶段 , 许 明 宇 博士 、 
宋 永 生 博 士 、 许 左权 博士 以 及 我 的 博士 生 尚 珂 和 葛 电 等 审阅 了 部 分 书稿 , 提出 了 不 
少 修改 建议 , 在 此 向 他 们 表示 衷心 感谢 . 

作者 特别 感谢 夏 建明 研究 员 为 本 书 撰写 了 第 九 章 的 9.2 节 , 感谢 宋 永 生 博 士 将 
他 的 博士 论文 中 有 关 静 态 风 险 度 量 部 分 提供 给 作者 作为 本 书 第 十 章 的 基本 素材 . 

本 书 的 出 版 得 到 中 国 科学 院 科学 出 版 基金 的 资助 . 在 本 书写 作 过 程 中 , 作者 得 
到 科技 部 973 项 目 “ 金 融 创 新 产品 的 设计 和 定价 ”课题 (No. 2007CB814902)、 国 家 
自然 科学 基金 委员 会 “创新 研究 群体 科学 基金 "(No.11021161) 和 中 国 科 学 院 随机 复 
杂 结 构 与 数据 科学 重点 实验 室 的 资助 , 在 此 一 并 致谢 . 


严 加 安 
2012 年 5 月 
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第 一 章 ”概率 论 基础 和 离散 时 间 鞭 论 


中 世纪 欧洲 盛行 用 掷 仍 子 进 行 赌博 , 概率 论 就 起 源 于 研究 与 之 相关 的 概率 问 
题 . 但 直到 20 世纪 初 概率 论 还 未 被 认为 是 数学 的 一 个 分 支 . 现代 概率 论 的 数学 基 
础 是 Kolmogorov 在 1933 FAEH, 他 采纳 Lebesgue 的 测度 论 框 架 创 立 了 概率 论 
公理 化 体系 . 本 章 首先 介绍 现代 概率 论 的 若干 基本 概念 和 结果 , 重点 介绍 与 条 件数 
学 期 望 有 关 的 结果 ; 然后 介绍 离散 时 间 蒜 论 , 包括 蒜 变 换 和 Snell 包 络 . 我 们 假定 读 
者 已 经 具备 测度 论 的 基础 知识 . 


81.1 概率 论 的 基本 概念 


81.1.1 事件 与 概率 


考虑 一 项 试验 . AO 表示 试验 的 所 有 可 能 的 结果 的 集合 , 称 为 样本 空间 , 每 个 
结果 称 为 基本 事件 . 样本 空间 Q 的 子 集 , 称 为 事件 . 9 本 身 称 为 必然 事件 . 我 们 说 
事件 4 RE, 是 指 试验 结果 w 是 4 的 一 个 元 素 . 如 果 试 验 结果 是 有 限 或 可 数 多 个 ， 
我 们 可 以 用 组 合 数学 来 研究 有 关 的 概率 问题 . 但 如 果 试 验 结果 是 不 可 数 无 限 多 个 ， 
我 们 可 能 不 好 考虑 单个 试验 结果 , 因为 它们 出 现 的 概率 可 能 为 零 . 这 时 我 们 需要 在 
测度 论 框架 下 研究 概率 问题 . 

在 测度 论 中 , 我 们 用 Q 表示 一 个 空间 , 它 是 我 们 事先 界定 的 研究 对 象 , 它 的 元 
ZH w 表示 . we AR wg 4 分 别 表示 w 属于 4 或 不 属于 A 不 含 任何 元 素 的 集 
合 称 为 空 集 , 以 go 记 之 . 我 们 用 42>B 或 Bc 4 表示 B 是 4 的 子 集 ,用 


ANB, AUB, A\B, AAB 
分 别 表示 4 与 B 的 交 、 并 、 差 和 对 称 差 , 即 

ANB={w: weA HweB}, AUB={w: weEA Rwe B}, 

A\B={w: weEA Hw¢ B}, AAB =(A\B)U(B\ A). 
我 们 用 Ac 表示 Q\ A, 并 称 4° 为 4 (在 Q 中 ) 的 余 集 ,于 是 有 A\B=ANB. 有 
时 也 用 AB 表示 ANB. HANB=9,R AB ERZ. 显然 有 ANA = 
@,AUAC=Q. 

BW {4、, ACA} 为 一 由 人 的 子 集 为 元 素 构成 的 集合 . 我 们 用 U 4、 和 AN A 
AEA AEA 

分 别 表示 它们 的 并 和 交 .， 设 {An n > 1} 为 一 0 的 子 集 构成 的 有 限 或 可 数 序列 . 


.2. 第 一 章 ”概率 论 基础 和 离散 时 间 挝 论 


若 (An) 两 两 不 相交 (BD n Am => ALN Am = 2), 则 常用 An 表示 UAn. FA 
TAn =Q, R {An, n> 1} WD 的 一 个 划分 . 
对 任 一 集 列 (An), € 


lim sup An = 站 U Ak, liminf An = U N Åk, 


n=lk=n n=l k=n 


分 别称 其 为 (An) 的 上 极限 和 下 极限 . 显然 有 


lim; inf A, C limsup Án. 


n=00 


若 lim inf An = lim sup An, 称 (An) 的 极限 存在 , 并 用 Jim An 表示 (An) 的 同一 
E; 下 极限 ， 称 它 为 (An) 的 极限 . 

以 Q 的 某 些 子 集 为 元 素 的 集合 称 为 (Q 上 的 ) 集 类 . 称 集 类 C 为 代数 (或 域 ), 如 
RNEC, SEC, HC 对 有 限 交 及 取 余 集 运算 封闭 (由 此 推 知 C 对 有 限 并 及 差 运 
算 封 闭 ). 称 C 为 o- 代 数 , WR EC SEC, AC 对 可 列 交 及 取 余 集 运算 封闭 (由 
此 推 知 C 对 可 列 并 及 差 运算 封闭 ). 包含 一 集 类 C 的 最 小 o- 代 数 称 为 由 C 生成 的 
o- 代数 , WA o(C). 

设 下 为 人 上 的 一 o- 代数 , 称 序 偶 (Q, 大 ) 为 一 可 测 空 间 , F 中 的 元 称 为 -可 
WK. 设 u RELF FREF R, = [0,00] 的 函数 . 如 果 j(@) = 0 且 人 有 可 数 可 
加 性 或 c- 可 加 性 , 即 

Yn >11, AEF; mEÉMm, AnNAm=2 


> u( U An) = >》 u(An); 
n=1 n=1 


则 称 u AO 上 的 (BR (Q, F) 上 的 ) 测 度 . 若 uO) < co, WH p 为 有 限 测 度 . 如 果 存 
在 2 的 可 数 可 测 划分 (A4i)i>1, 使 得 对 于 每 个 4i, p(4i) < 00, WK j Ao- HRB 
BE. 若 Jy(Q) = 1 则 称 jz 为 概率 测度 , 并 称 三 元 组 (Q, 下 ,1) 为 概率 空间 . 以 下 我 们 
用 PP 表示 一 概率 测度 . 
设 (Q,F,P) 为 一 概率 空间 , HF ACF, 且 P(4) = 0, RK 4 为 零 概 集 . 如 果 任 何 
零 概 集 的 子 集 皆 属于 F, 称 下 关于 P 是 完备 的 , 并 称 (Q, F, P) 为 一 完备 概率 空间 . 
设 (0,F,P) 为 一 概率 空间 , > 


N={NCQ: FÆ AEF, P(4) =0, 使 得 NC A}, 
F={BUN:BEF,NEN}, 
P(BUN)=P(B), BEF,NEN. 


则 (Q, F, P) 为 一 完备 概率 空间 , 它 是 包含 (0,F,P) 的 最 小 完备 概率 空间 . 我 们 称 
(0,F,P) X (Q, F, P) 的 完备 化 , KF AFR P 的 完备 化 . 


§1.1 概率 论 的 基本 概念 “3- 


§1.1.2 ”独立 性 , 0-1 律 和 Borel-Cantelli 引 理 


设 4 和 B 为 事件 , 如 果 P(4B) = P(4)P(B), 则 称 事件 A 和 B 独立 . 一 事件 
类 (hi,t eT) 称 为 独立 事件 类 , WRX T 的 任何 有 限 子 集 S, 我 们 有 


P(() 4.) = [] Pa). 
sES ses 
这 时 称 该 事件 类 中 的 诸 事件 相互 独立 , 这 比 两 两 独立 条 件 强 . 

称 事件 类 A 和 事件 类 B 独 立 , WR A 中 的 任何 事件 4 和 B 中 的 任何 事件 B 
独立 . 更 一 般 地 , 设 (Ct,t e T) 为 由 事件 类 构成 的 族 . 如 果 从 每 个 事件 类 C 中 任 取 
一 事件 A, 由 它们 组 成 的 类 (41,t e T) 都 是 独立 事件 类 , 则 称 该 族 为 独立 族 , 并 称 
该 族 中 的 事件 类 相互 独立 . 容易 证 明 如 下 的 


独立 类 扩张 定理 ” 设 (Ci,t eT) 为 独立 族 , 如 果 每 个 Ci Ao 类 ( 即 对 集合 交 运 
算 封 闭 ), WW (o(Ci),t e T) 也 为 独立 族 , 这 里 o) 表示 由 事件 类 Ci 生成 的 o- 代 


数 ( 即 包含 Ct 的 最 小 o- 代数 ). 
下 面 的 Kolmogorov 0-1 律 是 有 关 事 件 独立 性 的 一 个 个 重要 结果 . 
Kolmogorov 0-1 律 ” 设 (万,n > 1) 为 一 列 相互 独立 的 o- 代数 . > 
G= N o( U Fa). 


n=k 





则 对 任何 4e 9, 我 们 有 P(A) =0 或 1. 我 们 称 9 为 序列 (Fan > 1) 的 尾 o- 代 
数 . 





事实 上 ,由 于 o( U Fn) M ol(Fn,1 <n < k) M, G A o(Fn,1 <n < k) 
n=k+1 


独立 . 4 A= U olFn1 <n< k). WG 和 4 也 独立 . 但 4 本 身 是 一 代数 (从 而 
是 r 类 ), 故 9 和 o(A) 独立 . 然而 由 于 9 col), 这 表明 9 与 它 自身 独立 . 因此 
对 任何 4e 9, RITE P(A) = P(AA) = P(A)?, Bf P(A) = 0 RÈ 1. 

令 (Anna 为 一 列 事件 . 事件 4 = f) U An((4n) 的 上 极限 ) 发 生 , 当 且 仅 当 
有 无 穷 多 个 事件 A, RE. BAH “Anio” 表示 事件 A, 关于 此 事件 的 概率 , 我 们 
有 如 下 的 


Borel-Cantelli 引 理 ”如果 > P(An) < co, 则 P(A, io.) = 0. 4 (An) 相互 独 
n=1 





32, H F P(Ap) = oo, W P(An i.o.) = 1. 
n=1 
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事实 上 , 如 果  P(4n) < o0, M 


P(An i.o.) = lim P( 加 An) < lim > P(An) =0. 


n=k n=k 


E (An) 相互 独立 , HLS P(n) = 00, 则 对 k > 1, 我 们 有 GEBR 1 — 2 < e7) 


P( U 4) =1 -r(Na) sí Thee 


co - Š P(A, 
ajenan Aa 


n=k 


因此 有 


P(An i.o.) = lim P( U An) = 1, 
n=k 


81.1.3 ”积分 、 随 机 变量 的 (数学 ) 期 望 
给 定 一 测度 空间 (Q, F, u). 如 下 形式 的 可 测 函 数 称 为 简单 可 测 函 数 : 


f= So aila,, 
s=1 


其 中 a; € Ry, AEF, Ia RA 4; 的 示 性 函数 . 我 们 用 St 表示 Q 上 F 可 测 非 负 
简单 函数 全 体 , 用 C( 相 应 地 , L) 表示 Qf 上 F 可 测 实 值 (相应 地 , 数值 ) 函数 全 体 . 


n 


首先 , 我 们 定义 非 负 简 单 可 测 函 数 关 于 测度 u 的 积分 . 设 f = > aida, € St 
#=1 
为 简单 可 测 函 数 , 令 


fiu- Y alaa, 
易 证 | fdu PRF 7 的 具体 表达 . 我 们 称 | fau 为 了 关于 /的 积分 
通常, 我们 用 /ya 或 wf) 简 记 
设 f 为 一 非 负 可 测 函数 . 任 取 fn E S+, 使 17, 令 
w(f) = lim uC Fn); 


则 上 述 右 端 极限 存在 , 且 不 依赖 于 序列 (fa) 的 选取 , 我 们 称 u(f) 为 f 关于 的 
积分 . 


81.1 概率 论 的 基本 概念 .5 . 


现 设 f 为 一 可 测 函 数 . 令 f+ = fv0,f- = (-f)vo, # ulft) < oo 或 
u(f-) < co, 则 称 f( 关 于 u 的 ) 积 分 存在 . S 


u(f) = w(ft) -— ulf), 


称 y(f) 为 f KF u 的 积分 . 车 jy(f+) < oo, 且 u(f-) < co( 亦 即 jy(|f|) < oo), 则 
称 f 关 于 可 积 (简称 wp TA). 

设 (Q,F,P) 为 一 概率 空间 , X 为 一 定义 在 Q 上 的 Rd- 值 函 数 . 我 们 用 o(X) 
表示 o- 代数 {X-1(A), A € B(R4)}, 其 中 B(R*) 为 Ra 上 的 Borel o- 代数 , 称 o(X) 
为 由 X 生成 的 o- 代数 . X 称 为 随机 变量 , WREE 下 -可 测 , B c(X) CF. 由 于 
B(R?) 由 {(—00, x] : ze R4} 生成 , 定义 在 9 上 的 Ri- 值 函数 X 为 一 随机 变量 , 当 
且 仅 当 对 一 切 ce RY, [X < z] := {w :X(w) < r} e F. 在 概率 论 中 , 我 们 对 几乎 
必然 相等 ( 简 记 为 a. s. 相等 ) 的 随机 变量 不 加 区 别 . 

设 X 为 一 R 值 随机 变量 如果 存 在 R 的 一 有 限 或 可 数 子 集 {21,22,---}, 
使 得 对 每 个 i，P(X = zi) > 0 A P(X = zi) = 1, X 称 为 离散 随机 变量 , 值 域 为 
{z1,z2,.…}. 如 果 对 每 个 E Rd,P(X = 2) = 0, X 称 为 连续 随机 变量. 

WX = (Xr, Xa)” 为 一 Ri- 值 随机 变量 , 这 里 及 今后 , 上 标 “7” 表 示 向 量 
或 矩阵 的 转 置 . 令 


d 
F(z) = P(X <z)=P (ne < 3) ,T= (£1, ,Ta)" € RY, 


BRF HXT (BAH), 也 称 它 为 d 个 标量 随机 变量 {X1,---,Xa} 的 联合 分 布 . 
对 一 固定 的 i, > 
F,(zi) = P(X; < zi), Zi ER. 
RRA Xi 的 边际 分 布 . 一 标量 随机 变量 的 分 布 函数 F 为 右 连续 增 函数 . 如 果 F 
绝对 连续 , 它 的 导数 f RA F 的 密度 函数 , 即 
021022:-:Oxq 

随机 变量 X 关于 概率 测度 P 的 积分 , KA X 关于 P HMB, WA EX]. 如 
果 E[X+] M EX] 两 者 之 一 有 限 , RNS E[X] = E[X+] 一 E[X-], 这 时 称 X KF 
P 的 期 望 存在 . WR E[X+] 和 EX] 两 者 都 有 限 , 这 时 EX] AM, KX ATR 
随机 变量 . 设 p > 1, WR E[|X|?] A, 称 X 为 L?- 可 积 . 我 们 用 LQ, F, P) 表示 
D- 可 积 随机 变量 全 体 . 

一 随机 变量 族 (Xet e T) 称 为 独立 族 , 如 果 o- 代数 族 (0(X,),t € T) 为 独立 
族 ， 由 独立 类 扩张 定理 知 , 一 列 随机 变量 Xi, -Xn 相互 独立 , 当 且 仅 当 对 任意 
zi ER 有 R, i 之 1, 有 


= f(z1,72,.*. ,Tq). 
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P(X1 < x1,.… ,Xn = JP <2). 


设 (X,,i=1,...,n) 为 一 列 相互 独立 可 积 随机 变量 , 则 有 
e| I] x:] = [J exa. 

§1.1.4 ”收敛 定理 

下 面 定 义 随 机 变量 序列 的 几 种 收敛 . 
定义 1.1 Ë (Xn) 为 随机 变量 序列 , X 为 随机 变量 . 
(1) 如 果 存 在 一 零 概 集 N, 使 得 vw e Ne 有 lim Xn(w) = X(w), 则 称 (Xn) LF 
whe PRM BEX (RM as. Kok FX), WA lim Xp =X as. , R Xn X. 
(2) 如 果 对 任 给 es > 0, Jim P([|Xn - Xx]; > > el) = 0, 则 称 (X,) 依 概率 收敛 于 X, 并 
WA Xn ?, x. 


(3) 设 Fn A F RWA X, M X 的 分 布 函数 . 如 果 在 F 的 每 个 连续 点 t 上 有 
Fa(t) > F(t), 则 称 (Xi) 依 分 布 收 化 于 XX, 并 记 为 Xn X. 


(4) WR E[|Xn|?] < 00, E[|X|?] < oo, lim El|Xn — X|?] = 0, 则 称 (Xn) 按 LP- 
范 数 收 敛 于 X, RL- MAF X, HX, SX, R (L) lim Xn =X. L- 收敛 
ERAH F kA. 

(5) 设 (Xn) 为 一 可 积 随机 变量 序列 , X 可 积 . 如 果 对 一 切 有 界 随 机 变量 n, 有 


jim E[Xnn] = E[Xn], 
则 称 (Xn) Æ L! 中 弱 收 敛 于 X. 


定理 1.2 as. 收敛 和 L- 收敛 蕴含 依 概率 收敛 , 后 者 又 蕴含 依 分 布 收敛 . 


证 明 ”假定 (Xn) 不 依 概 率 收敛 于 X, 则 存在 e > 0, 使 得 


lim sup P(|X, — X| > €) > 0. 
n00 





令 An = [|Xn — X| >], 则 
P(A, i.o.) = jm, P( Us An) > Him sup P(A n) > 0. 


HA X 不 a.s. KAF X. 
假定 Xn LP- 收敛 于 X. 则 对 任 给 s > 0, 我 们 有 


P(|Xn — X| > £) < e ?EIIX, — X|?] 一 0, n- o. 


$1.2 条 件数 学 期 望 AY 


于 是 (Xn) 依 概率 收敛 于 X. 
最 后 , 假定 (Xn) 依 概 率 收敛 于 X. 令 t 为 和 的 分 布 的 连续 点 , 则 对 任 给 7 > 0， 
可 选取 c > 0 使 得 Pt -=<X< 和 t+s)<7. 由 于 
P(A) — P(B) = P(A \ B) + P(AB) — [P(B \ A) + P(AB)] = P(A \ B) — P(B \ A), 
我 们 有 
P(X, < t) — P(X <t)|<P([Xn < t, X > tlU [Xn >t, X < 
<P(Xn <t, X >t+e)+P(t-e<X<t+e) 
+P(Xn >t, X <t—e) 

< 2P(|\Xn — X| > €) +7, 


由 此 推 得 (Xn) 依 分 布 收敛 于 X. 口 


定理 1.3 ”下 面 三 个 结果 是 有 关 随 机 变量 序列 期 望 的 极限 定理 . 
1) 单调 收敛 定理 设 (Xn) 为 一 期 望 存在 的 随机 变量 序列 ， 如 果 对 所 有 n > 1, 
Xn 和 Xn+1 (相应 地 , Xn > Xn41), a.s., 并 且 E[X1] > —0o (相应 地 , E[X1] < 00), 
则 有 














E[ lim Xn] = lim E[X,]- 
2) Fatou 引 理 i (Xn) 为 一 期 望 存在 的 随机 变量 序列 .如 果 存 在 随机 变量 Y, 
E[Y] > 一 oo( 相 应 地 , E[Y] < 00) 使 得 对 所 有 n > 1, 有 Xn > Y (相应 地 , Xn < Y), 
则 lim inf Xn( 相 应 地 ,lim sup Xn) 的 期 望 存在 , 且 有 
Elliminf Xn] < lim inf E[Xn] 

(相应 地 , Ellim sup。,。 Xn] > limsup,,_,,, EB[Xn]). 

3) 控制 收敛 定理 设 (Xn) 为 一 随机 变量 序列 , 使 得 Xn X MX, DX. 如 果 
存在 可 积 随机 变量 Y, 使 得 对 所 有 n> 1, 有 |Xn| < YY, W EX] > E[X]. 


WERA 1) 是 显然 的 ， 其 证 明 省 略 . 令 Yn = infk>n Xk (相应 地 ， Y= SUPk>n Xk), 
由 1) 推 得 2). 往 证 3). 对 as. 收敛 情形 , 3) 是 2) 的 推论 ; 对 依 概率 收敛 情形 , 由 
于 任 给 (Xn) 的 一 子 列 (Xn), 存在 其 子 列 (Xn), 使 得 (Xn) as. KAF X, 于 是 
E[Xn] > E[X], XH E[Xn] 一 E[X]. g 


81.2 ”条 件数 学 期 望 


81.2.1 ”定义 和 基本 性 质 
设 (Q, F, P) 为 一 概率 空间 , 4 和 B 为 两 个 事件 , A P(A) > 0. 在 4 发 生 的 条 
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件 下 B 发 生 的 概率 显然 等 于 P(4B)/P(4), 我 们 称 之 为 B 关于 4 的 条 件 概率 , 记 
4 P(BIA). 

设 (Bi)i<ism 为 0 的 一 个 有 限 划 分 , 且 B; EF, P(Bj)>01<j<m &G 
为 由 (B) 生成 的 o 代数 . 对 一 可 积 随机 变量 X, > 


E[X|G] = > REP Ip,, 


称 E[X|9] AX 关于 9 的 条 件 (数学 ) MB. WR (4i)isi<n 是 9 的 一 个 有 限 划 
分 , 且 hiEfF,1<igsn,， X= dala 为 一 简单 随机 变量 , 则 易 知 


E[X| 9] = > 5 a;P(A;|B;)Ip,. 


j=1 i=1 
E(X|G) 是 一 9- 可 测 随机 变量 , 满足 : 
E[E[X|G]Iz] =E[XIs],  VBEG. 


下 面 我 们 将 利用 测度 论 中 的 Radon-Nikodym 定理 把 条 件 期 望 推广 到 一 般 随 机 
变量 及 一 般 的 o- 代数 情形 . 为 此 , 先 介绍 测度 论 的 一 些 有 关 结 果 . 

设 (0,F) 为 一 可 测 空间 , 下 上 的 o- 可 加 集 函 数 (不 一 定 非 负 ) 称 为 符号 测度 . 
由 测度 论 中 的 “Jordan-Hahn 分 解 定理 ” 知 , 对 任意 符号 测度 v 可 以 表 为 两 个 测度 
之 差 : v= m- u, 其 中 有 一 个 是 有 限 测 度 , 并 且 存 在 一 可 测 集 K, 使 得 vA e 下 ,有 
Ma(4) =v(ANK),p2(4) = -v(ANK°). BATS vt = p, = pa, [v| = vt +v, RR 
jv] Ay 的 变 差 测度 . 如 果 |v| A o- 有 限 测度 , 则 称 v Ao- 有 限 符号 测度 . By Alv 
为 两 个 符号 测度 , Rv 关于 1 绝对 连续 (WA v < u), 如 果 |y|(A) = 0 = |v|(A) = 0; 
Rv 和 相互 奇异 ( 记 为 v Lu), 如 果 存 在 可 测 集 A, 使 得 jl(4) = 0,|v|(4°) = 0. 

下 一 定理 表明 : 任 一 oc- 有 限 符号 测度 v 总 可 以 唯一 地 分 解 为 关于 另 一 c- 有 
限 符号 测度 y 的 绝对 连续 部 分 和 奇异 部 分 之 和 . 


定理 1.4 设 j 与 v A (0,F) 上 的 两 个 o- 有 限 符号 测度 , Uv 有 如 下 唯一 分 
解 (BRA Lebesgue 分 解 ): 









V = Vs 十 Ze， (1.1) 
其 中 v, 与 p 相互 奇异 , ve 关于 p 绝对 连续 . 此 外 , vs 及 ve WH o- 有 限 的 ， 
并 且 存 在 g € L, 使 得 g 关于 jul 的 积分 存在 , ve X g 关于 p 的 不 定 积分 , 即 
ze(4) = J iasau. 





81.2 ”条 件数 学 期 望 “9 


证 明 ”首先 不 妨 假 定 /为 测度 (否则 以 lal PRE u), A jy(Q) > 0. KATH p 
的 o- 有 限 性 知 , 存在 O 的 一 个 可 数 划 分 9 = X Ans 使 得 An E F,0 < (An) < 
o0,Yn 之 1. 令 


A 1 
b= E ma 


则 h 处 处 严格 正 , 且 jy(h) =1. & = h.p, W a AWE, BO) =1. BFS y 
等 价 , 故 可 以 u RE y 来 证 明定 理 的 结论 . 因此 , P u 为 有 限 测 度 . 
下 面 先 假定 > 也 为 有 限 测 度 . > 


H= {hel VAER, f hdp < v(A)}, 
A 
这 里 ZAR (Q, F) 上 非 负 可 测 函数 全 体 . 设 hi, hz €H, h= h V ho, W 


fra] mdu+ | hadu 
A AN[hi rho] AN [hi<h2} 


< v(A N [Ay 2 h2]) + v(A N [hy < ha]) = v(A), 
这 表明 H 对 有 限 上 端 运算 封闭 . 现 设 hn €H, hn T 9, 使 得 
foam = sup { f hau : hen}, 
则 由 积分 单调 收敛 定理 易 知 ge 1t. & 


= T E | di AEF. 


WW vs 为 一 有 限 测度 . 往 证 vs Lu 令 9 = Dn + Ds 为 符号 测度 v 一 ly 的 Hahn 
分 解 , 则 对 一 切 4e F, 


vs(AN Dn) > n 1 (AN Dp) = n7} / Ip, dp. 
A 
FEVACFKA 
fo +n Ip, dp < f gdu + v.(AN Dn) < (A), 
A A 


这 表明 g+n Ip, €e Ht， 但 另 一 方面 ulg) = sup{u(h) : h € H} 故 必须 有 
MDa) =0. & N=UDap, 则 p(N) = 0 此 外 我 们 有 (注意 (v P La) (Ds) < 0) 


v(N°) < vs (D5) < n™'u(D3) < n™'u(9) > 0 (n > 00), 
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这 表明 v, lp. > 
vA) = | gdp, 
Wu. <p. 此 外 , 由 于 9 Wp 可 积 的 , 故 9 可 取 为 实 值 可 测 函 数 . 

Rk > 为 o- 有 限 符号 测度 . 为 证 定理 结论 , 不 妨 假定 v 为 o- 有 限 测度 (F 
则 分 别 考虑 vt 及 v-). 取 Q 的 一 个 可 数 划 分 Q = An, 使 得 An E€ F,v(An) < 
on > 1. 令 vn(4A) =v(4N An), WEA vr 为 有 限 测 度 , 故 由 上 所 证 , v* 有 如 下 分 
解 

v” =v} +7, nl, 
其 中 vr 1 jp,vr <p, 且 存 在 非 负 实 值 可 测 函 数 gn, 使 得 uv = gn.p. 显然 , gn 在 
As 上 可 取 为 0, $ 


Vs = dv Ve = Dv > g= 2 In» 


WA vs Lp, Vve & p, ve = 9.p, A (1.1) ARZ. v 的 分 解 唯一 性 显然 . 口 

设 /为 一 可 测 空 间 (NQ, F) 上 的 一 测度 , f 为 一 关于 /积分 存在 的 可 测 函 数 , v 
为 f RF 的 不 定 积分 , 则 > 关于 绝对 连续 . 下 一 定理 表明 : 若 A o- 有 限 测 
FE, 则 逆 命 题 成 立 . 


定理 1.5 (Radon-Nikodym Æ) ®& (0,F) 为 一 可 测 空 间 , y 为 一 o- AR 
测度 , v 为 一 符号 测度 (不 必 为 o- 有 限 ). WR v KF j 绝对 连续 , 则 存在 一 关于 
u 积分 存在 的 可 测 函 数 g, 使 得 v = gu. 此外, g Eu 等 价 意义 下 是 唯一 的 ( 称 


9,92 为 u 等 价 的 , 是 指 jy([g1 ¥ 92]) = 0), 为 要 g 为 wae. AM, 必须 且 只 需 v 
A o- 有 限 的 . 





证 明 ”为 证 定理 , 不 妨 设 v 为 测度 (否则 分 别 考虑 vt 及 v-). XH u Wo- 
ARTE, 不 妨 假定 u 为 有 限 测度 . Ev 为 有 限 测度 , 则 由 定理 1.4 立刻 推 得 本 定理 
结论 . 因此 , 下 面 我 们 可 以 假定 (9) < oo,z(Q) = co. $ 

G={CEF: u(C) < oo}, 
显然 9 对 有 限 并 运算 封闭 . 于 是 存在 Cn es 9,Cn 1 C, 使 得 
u(C) = sup{u(G) : G € 9}. 
令 
v'(B)=v(BNC), v"(B)=vu(BNC*), BEF, 
则 A o- 有 限 测度 , 且 v' < u, 故 存在 非 负 实 值 可 测 函 数 g', 使 得 v' = g'u. 另 
一 方面 , 由 9 的 定义 知 


u(BNMNC°*)>0=>v(BNC)= oo 
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因此 , 车 令 g" = (+00)Ioe, g= g +9", W u” = g".u, v =g.p. 定理 的 其 余 结论 显 
aR. 证 毕 . 口 
+ RNM = 表示 定理 1.5 中 的 g( 它 在 y 等 价 意义 下 唯一 确定 ), 并 称 in 


为 v 关于 u 的 Radon-Nikodym $4. 
设 (Q,F,P) 为 一 概率 空间 , 9 为 下 的 一 子 o- 代数 . 设 X 为 数学 期 望 存在 的 
随机 变量 , 令 v = XP 为 X AF P 的 不 定 积分 , 即 


WHA) = / Xdp, VAEF, 
A 


N v 为 符号 测度 , Av 关于 P 绝对 连续 . HH 及 正 都 限于 (9,9), WHA <P. 
AY Av KF P Æ (9,9) 上 的 Radon-Nikodym 导数 , M Y 为 9 可 测 随机 变量 ， 
且 有 

E[Y Ip] = E[XIs], YB € G, (1.2) 


我 们 称 随 机 变量 Y 为 X 关于 9 的 条 件 (数学 ) 期 望 . 在 P 等 价 意义 下 , 条 件 期 望 
Y 是 唯一 确定 的 , 我 们 把 它 记 为 E[X|9], CH (1.2) 式 所 刻画 . 


定理 1.6 “条件 期 望 有 如 下 基本 性 质 : 
(1) EfE[X| 9] = E[X]; 

(2) & X AG TA, W E[X|9] = X, as.; 

(3) 设 9= {2,9}, W E[X| Gg] = E[X], as.; 

(4) E[X| 9] = E[X*|G] - E[X~|9], a.s.; 

(5) X >Y as. > E[X|G] > E[Y|Q], a.s.; 

(6) 设 cu cz 为 实数 , X, Y ciX + czY 的 期 望 存在 , W 















下 [ciX +c2Y |G] = a E[X|9] + czE[Y|19]，a.s.， 


如 果 右 边 和 式 有 意义 ; 
(7) |E[X|G]| < E[|X||G], a.s.; 

(8) 设 0< Xn T X, as. , 则 E[Xn|9] t E[X| 9], as; 
(9) RX 及 XY 的 期 望 存在 , HY 为 9- 可 测 , 则 





E[XY|G] = YE[X|9], a.s.; 


(10) (条 件 期 望 的 平滑 性 ) 设 91,92 AF AF o- 代数 , 且 91 c 92, W 





E[E[X|G2]| Gi] = E[X| G1], as.; (1.4) 
(11) # X 与 9 相互 独立 (BP o(X) 与 9 相互 独立 ), WA E[X|9] = 





E[X], a.s.. 
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证 明 (1)—(7) 容易 由 条 件 期 望 定义 直接 看 出 . 
(8) 由 (5) 知 , EE[Xn|9] T Y, a.s., Y 为 一 G- 可 测 随机 变量 . FH, 对 一 切 Beg, 
f, YdP = jim, f E[Xn|G]dP = jim, f Xade 一 f xæ, 


从 而 Y= E[X|G], a.s.. 
(9) 不 妨 设 X RY 皆 为 非 负 随机 变量 . 首先 设 Y = I4, 4A € G, W E[X19] 
为 9- 可 测 , 且 对 一 切 Be 9, 有 


/rpxlgm=-/ Exis- f xa 


= / XTadp = | Yxa, 
B B 


故 (1.3) 式 成 立 , 然后 利用 (8) 即 可 由 简单 随机 变量 过 渡 到 一 般 非 负 随机 变量 . 
(10) 设 BEG, W 


A E[E[X|G2]| G:]aP = 1 E[X| GoldP = j xaP, 


WA (1.4) 式 . 
(11) 不 妨 设 X 为 非 负 随机 变量 . 设 4e 9, HF I4 5 X 独立 , 故 有 


E[X]dP = E[X]P(A) = E[X I4] = / XaP, 
A A 
故 E[X] = E[X|G], a.s.. 


§1.2.2 ”收敛 定理 


关于 条 件 期 望 , 我 们 也 有 单调 收敛 定理 、Fatou 引 理 和 控制 收敛 定理 , 其 证 明 
与 积分 情形 相应 结果 的 证 明 类 似 . 因此 , 下 面 只 叙述 结果 而 略 去 证 明 . 注意 : 对 概 
率 空间 情形 , as. 收敛 总 蕴含 依 概率 收敛 . 


在 下 面 几 个 定理 中 , (0,F,P) 为 一 概率 空间 , 9 为 下 的 一 子 o- 代数 . 


定理 1.7 (单调 收敛 定理 ) Bt (Xn) 为 关于 9 条 件 期 望 存在 的 随机 变量 序列 . 若 
Xn 1X a.s., E[X1-|9] < oo as., WX 关于 9 的 条 件 期 望 存在 , BA E[Xa19] 1 


E[X|G], a.s.. 
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定理 1.8 (Fatou 512) B (Xn) 为 关于 G 的 条 件 期 望 存在 的 随机 变量 序列 . 
(1) 车 存在 随机 变量 Y, 使 EIY-|9] < oo a.s., 且 对 每 个 n>1, 有 Xn 2Y, a.s., 
则 lim inf Xn 关于 9 的 条 件 期 望 存在 , HA 









Eflim inf X,,| G] < lim inf E[X,,| G]; 
n> 侯 一 CD 


(2) 车 存在 随机 变量 Y, 使 E[Y+|G] < oo a.s., 且 对 每 个 m > 1 有 Xn SY, a.s., 
则 lim sup Xn 关于 9 的 条 件 期 望 存在 , HA 


Ellim sup X,,| G] > lim sup E[X,,| G]. 
n—-coO n—-oco 


定理 1.9 (控制 收敛 定理 )” 设 X,, 5 X( 相 应 地 ，Xn > X), 若 存在 非 负 可 积 随 
机 变量 Y, 使 |Xa| <Y,as. , WX WR, BA ,lim E[Xn| 9] = E[X|G], a.s. ( 相 
应 地 , E[X,,|G] => E[X|9]). 
§1.2.3 ”两 个 有 关 条 件 期 望 的 定理 

在 本 书 中 我 们 将 经 常用 到 如 下 两 个 有 关 条 件 期 望 的 定理 . 


定理 1.10 R (Q, F, P) 为 一 概率 空间 , 9 AF 的 子 o- RR, X AR” 值 9- 可 
测 随机 变量 , Y 为 一 R” 值 随机 变量 . WR Y 与 9 独立 ( 即 o(Y) 和 g 独立 ), 则 
对 R™ x R” 上 的 任何 非 负 Borel 函数 g(x,y), 有 

















Elg(X,Y) | 9] = Elg(z, Y )]lz-x- (1.5) 
证 明 ”为 了 证 明 (1.5), 我 们 只 需 证 明 对 任何 非 负 9- 可 测 随机 变量 Z 有 
Elg(X,Y)2] = E[f(X)Z], 

其 中 f(z) = Elg(z,Y)]. 为 了 证 明 这 点 , 令 
py(A) =P(¥-(A)), A€ BR"), 
ux,z(E) = P((X,Z)-1(E)), E € B(R™ x R). 
则 有 
f(a) = f ovur (dy) 
因为 Y 与 (X,2Z) 相互 独立 , 所 以 有 


Elg(X,Y)Z]= J 29(2,y)uy (dy)ux,z(dz, dz) 


= | 2f(o)ux,2(de, dz) = E[Zf(X)]. 
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定理 得 证 . 口 
下 一 定理 是 条 件 期 望 的 Bayes 法 则 . 


定理 1.11 ” 设 Q 为 一 关于 了 绝对 连续 的 概率 测度 , 9 为 下 的 一 子 o- 代数 . 令 


e=2, n= EKG. 


Wn>0, Qas.. MR X 为 一 Q- 可 积 的 随机 变量 , WA 





Eg[X|G] =n *E[Xé|G], Q-as.. 
证 明 ”首先 , 由 于 [n > 0] e 9, 我 们 有 

Q({n > 0]) = 了 [ETm>ol] = Elnlin>o)] = Eln] = El] = 1. 
设 X 为 一 Q- 可 积 的 随机 变量 , 则 有 

E[X€14] =Eg[X I4] = Eg(Eo[X| 9] Za] 

=E[Eo[X|9]éI4] = E[Eg[X|G]nI4], VA €G. 
这 表明 
E[X€|G] = Eg[X|G]n, P-as., 

从 而 上 一 等 式 Q-a.s. 成 立 . 由 此 立刻 推 得 (1.6). 口 


81.3 空间 LO(Q, F) 和 Zee(o ,天 mm) 的 对 偶 
设 (QF) 为 一 可 测 空 间 , 我 们 用 LOQ, F) 表示 (0, F) 上 的 有 界 可 测 函数 全 
体 . 对 任 一 f ELRQ, F), 令 
\Iflloo = sup |f(w)|, 
wEN 


则 L°(O, F) 按 此 范 数 为 一 Banach 空间 . 
设 4 为 下 上 的 一 有 限 可 加 集 函 数 . 令 


lallas = sup { Dla(4i)| [Ai € ,i 二 1,… ,n,{4i} 为 9 的 有 限 划分 )， 


i=1 
称 \lullvar 为 u 的 全 变 差 . 我 们 用 ba(Q, F) 表示 全 变 差 有 穷 的 有 限 可 加 集 函 数 全 体 . 
此 外 , 设 u € ba(Q, F), f = L ala, 为 一 简单 可 测 函 数 , 其 中 ai ER, Ai EF. > 


[teu = >》 aiu(Ai), 


i=1 


§1.3 空间 L” (Q, F) M L” (NQ, F, m) 的 对 偶 .15. 

易 证 fo fdu 不 依赖 于 f 的 具体 表达 , 是 有 

| f fan| < [lf llillvar (1.7) 

Q 
由 于 简单 可 测 函 数 全 体 在 LON, F) 中 按 范 数 稠密 , 不 等 式 (1.7) 允许 我 们 将 上 述 
定义 推广 成 为 Fe(Q, F) 上 的 一 连续 线性 泛 函 , 且 保 持 不 等 式 成 立 . 我 们 称 i fay 
yf KF p 的 积分 , 通常 , 我 们 用 ue) 简 记 Í fii 
BE (0, F,m) 为 一 测度 空间 ,ie bal, F), u KF m 绝对 连续 . 令 
ba(Q, F,m) = {u E ba(Q, F) | < m}. 


# u € ba(Q, F,m), f E LOQ, F, m), 显然 我 们 可 以 任 选 LOQ, F) 中 一 元 素 f 作 
为 f 的 代表 , 定义 uA) 为 了 关于 的 积分 , 仍 记 为 fdu, 简 记 为 pf). 这 时 有 


| i fan| < If lloollllver- 
Q 


下 一 定理 表明 ba(Q, F) 和 ba(Q, F, m) 分 别 可 以 视 为 LON, F) 和 LON, F, m) 
的 对 偶 空间 . 


定理 1.12 (1) Rye ba(0,F), > 
T,(f) = u(f), fe L™(Q, F). 


WW T, AM LOQ, F)* 到 ba(Q, F) 上 的 保 范 线性 同 构 映射 . 
(2) BH u € ba(Q, F,m), & 


T,(f) = uf), f E L°(Q,F,m). 





W T, 为 从 L°(Q,F,m)* 到 ba(Q, F,m) 上 的 保 范 线性 同 构 映射 . 


证 明 由 (1.7) 式 知 ,Te L°(O,F)*, HA Tl < lalva RZ, 设 ! e 
LOQ, F). $ 
4(4) = (Ia), AE F, 
则 为 下 上 的 一 有 限 可 加 集 函 数 , 显然 有 lalva <Il, 于 是 u € ba(0,F), BA 
Ta =. 因此 最 终 有 ||T,| = jyl|var. (2) 的 证 明 类 似 , 留 给 读者 完成 . o 
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81.4 一致 可 积 随机 变量 族 


定义 1.13 È (9, 丰 ,了 ) 为 一 概率 空间 , H 为 一 族 可 积 随机 变量 . KH 为 一 致 可 
积 的 , MRA C 一 co 时 , 积分 










| lap, €€ H 
(l€|2C] 


下 一 定理 给 出 了 一 个 一 致 可 积 性 准则 . 
定理 1.14 SHcCLYO,F,P), 则 为 要 Tt 为 一 致 可 积 族 , 必须 且 只 需 下 列 条 件 
成 立 : 
(1) a = sup{E|€|,€ E€ H} < +00; 
(2) 对 任 给 e > 0, FE ô > 0, 使 得 对 任何 满足 P(4) < SM AEF, FA 












sup f |€|dP 和 e. 
gen J 4 


证 明 ”必要 性 . RH 为 一 致 可 积 族 . 对 给 定 s > 0, 取 C 足够 大 , 使 得 


a faye SF 
另 一 方面 , 我 们 有 
[iar <cra)+ f la. (1.8) 
A [ 


Iél>C] 
在 (1.8) APS A = 9 得 到 条 件 (1); 令 6 = e/2C 得 到 条 件 (2). 
充分 性 ， 设 条 件 (1) 及 (2) 成 立 . HER e > 0, 选取 6 > 0 使 条 件 (2) 中 结论 
成 立 . $ C > a/6, 则 
P(E] > Cl) < SEIKI < È <5, €€ H, 


故 由 条 件 (2) 知 
f Iéldp < €, € € H. 
[lél>C] 


这 表明 H 是 一 致 可 积 族 . 口 
下 一 定理 给 出 了 L! 收敛 准则 . 
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定理 1.15 ” 设 (&) 为 一 可 积 随机 变量 序列 , & 为 一 实 值 随机 变量 . 则 下 列 条 件 





H (En) 为 一 致 可 积 . 
证 明 (二 (2). BE DE. SACK, RNA 
ls fielde + Ellen — el) (1.9) 
A A 


给 定 es > 0, 取 一 正 数 N, 使 得 当 n > N 时 , A EE, —€|] < e/2. 再 选取 ô > 0, 使 
得 对 任何 满足 P(4)<5 的 4e 大 ,有 


ji \é\dP < 5, if lEn|dP < 5» n= 1,2,--- ,N. (1.10) 
A A 


于 是 由 (1.9) 及 (1.10) 知 , 对 任何 满足 P(4) < ô 的 4e F, 有 sup, J, lEnldP < €. 
此 外 有 sup, E[|é.|] < co. 故 由 定理 1.14 W, (En) 为 一 致 可 积 族 . 最 后 ,显然 有 
én >E. 


(2)=>(1). 设 (En) 一 致 可 积 , H. En 一 E. 由 Fatou 引 理 ， 
E[ |El] < sup El[|én|] < +00, 


故 & 可 积 . 从 而 (En 一 ) 为 一 致 可 积 . 对 任 给 s > 0, 由 定理 1.14 知 , FAE ô > 0, 使 
得 对 任何 满足 P(A) <5 KW ACT, A 


sup / lEn — éldP < €. 
n JA 


RN 充分 大 , 使 得 当 n > NW, 有 PIE- E > el) < 6. FEK nN 时 , 我 们 有 


E[|é, — él]= f l&n — €ļdP + f l&n — éldp < 2e, 
[lEn ~E]<e] (lén—€|2e] 


这 表明 En 2 £. o 


定理 1.16 (Q, F, P) 为 概率 空间 , & 为 一 可 积 随机 变量 , (9i)ier 为 一 族 F 的 
Fo RR. 令 ni = Efl Gil, W (m,i € 了) 为 一 致 可 积 族 . 


证 明 ”对 任何 C > 0, 我 们 有 





P((Inil > Cl) < Elm] < FELEI], te, 
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于 是 有 (注意 lm| >C € Gi) 


J mlaP < J Elap < 5P([lm| > Cl) + f Iélap 
[Inil2C] [lnil>C] (lé124] 

6 

<E dP. 

<arltl+ f K 


Rte > 0, M5 > 0, HAF /ii>a éldP < e/2. WH C > (25/e)Elll 时 ,有 
f \ni|dP < e, foralli € I. 
[In|2C] 


这 表明 (m,i e I) 为 一 致 可 积 族 . 口 
下 一 定理 称 为 Vitali-Hahn-Saks 定理 , 我 们 将 在 下 面 用 到 这 一 定理 , 其 证 明 见 
严 加 安 (2009). 


定理 1.17 B (Q, 下 ,P) 为 概率 空间 , (un) 为 其 (9, 大) 上 的 一 列 关 于 P 绝对 连 
续 的 有 限 符 号 测度 . 如 果 对 每 个 4 e F, 极限 (A) = Jim, pn(A) 存在 且 有 限 , 则 
(1) u 为 一 符号 测度 , A sup, jin < co. 这 里 ||unl| 表示 un 的 全 变 差 ; 

(2) SHER © > 0, 存在 n > 0, 使 得 









AEF, P(A) < n = sup|pn|(A) < € 


引 理 1.18 BW (En) A (Q, F, P) 上 一 可 积 随机 变量 序列 , 则 为 要 (En) 在 L! PH 
收敛 于 某 可 积 随 机 变量 &, 必须 且 只 需 对 每 个 Ac 下 ,E[é&nI4] 的 极限 存在 且 有 穷 . 


证 明 ”必要 性 显然 . 往 证 充分 性 . 设 引 理 的 条 件 成 立 . $ jn 为 & AF P 的 不 
定 积分 , 由 Vitali-Hahn-Saks 定理 知 , sup ||un|| = supE[|é&%|] < co. 此 外 , FE F E 
一 有 限 测度 p, 使 对 一 切 Ae ,有 (A) = lim n(A), BA u <P. & £ = dyu/dP. 
则 易 见 En 弱 收 敛 于 E (这 里 用 到 sup E[|é&%|] < 00 这 一 事实 . ) 口 
下 一 定理 是 著名 的 Dunford-Pettis 弱 紧 性 准则 的 一 个 部 分 (对 概率 论 最 有 用 的 
部 分 ). 
定理 1.19 RHC, F, P), 则 下 列 条 件 等 价 : 
(1) H 为 一 致 可 积 族 ; 





(2) 对 H 中 的 任 一 序列 (En), 存在 其 子 列 (En) 使 之 在 L! 中 弱 收敛 . 


证 明 (1) 坟 (2)， 设 H 为 一 致 可 积 族 . 令 (6a) AH 中 的 一 序列 ，9 = 
oléng), WG 为 一 可 分 的 o 代数 ， 故 存在 一 可 数 代数 A = {4,4 h 
使 c(4) = 9， 由 对 角 线 法 则 , 可 选 (En) 的 子 列 (En) 使 得 对 一 切 j > 1 极限 
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Jim Elen, 14,] 存在 且 有 穷 . & 
H={AEG| lim Efn Ia] 存在 且 有 穷 }. 


利用 (En) 的 一 致 可 积 性 不 难看 出 XK 为 一 单调 类 . 由 于 ACH, 故 由 单调 类 定理 
1H = 9. 于 是 由 引 理 1.18 知 , (En) 在 L,G, P) PRK, 从 而 对 一 切 有 界 9 
可 测 随机 变量 n, 极限 lim, Elfinn) 存在 且 有 穷 . WE AEF, & n= EMIS], 
WA Elen, La] = EE[ém 7419]] = 已 [en 可 ,从 而 极限 lim Elen, La] 存在 且 有 穷 . 再 
由 引 理 1. 18 Al, (En) 在 LQ, F, P) 中 弱 收 敛 . 
(2)=>(1). 我 们 用 反 证 法 来 证 明 . 假定 (1) 不 成 立 , WEE H 中 一 序列 (ên), 使 

得 : 或 者 lim E[|én|] = 00; REFER e > 0 和 大 中 的 一 列 集合 (Ann > 1), 使 
得 

lim P(A,) =0, int f lén|dP > €. 

于 一 DO n An 


由 Vitali-Hahn-Saks 定理 知 , 序列 (En) 不 可 能 有 弱 收 敛 子 列 . 口 


81.5 ABC E] BR 


$k (martingale) 这 个 术语 源 于 赌博 策略 , 它 是 J. Ville 于 1939 年 首先 引进 概率 
论 的 , 他 借用 了 法 文 martingale 有 “ 倍 赌 策 略 ”( 即 赌 输 后 加 倍 赔 注 ) 这 一 含义 . 中 译 
名 “ 扶 ” 则 是 该 法 文 词 的 另 一 含义 (BP AAR). 本 章 将 简要 介绍 有 关 离 散 时 间 骸 的 
一 些 结果 , 如 Doob 可 选 停止 定理 、Doob AER. BUCO BE. BAER. Snell 包 络 
等 . 


§1.5.1 ”基本 定义 


假设 一 名 赌 徒 参加 一 场 赌博 , 每 局 他 赢 或 输 的 概率 均 为 1/2. 如 果 输 了 , 那么 他 
连续 地 将 赌注 翻 倍 直到 赢 一 局 为 止 , 然后 就 退出 . 利用 这 种 所 谓 的 倍 赌 策略 , 他 肯 
定 最 终 能 够 赢得 与 初始 下 注 相同 的 金额 , 但 这 一 结论 是 建立 在 他 有 无 穷 大 资金 这 一 
不 现实 的 前 提 下 . 我 们 说 一 种 赌博 是 公平 的 , 是 指 没有 人 能 够 通过 有 限 次 的 赌局 而 
增加 自己 的 期 望 财 富 . 为 了 看 清 这 点 , > X1,Xe,--- 为 一 列 独 立 随 机 变量 ( 简 记 为 
r. v. ), 它们 有 相同 的 分 布 P(X: = 1) = P(X; = -1) = 1/2. [X; = 1) 和 [X; = -1] 
分 别 表示 赌 徒 赢 和 输 第 i 局 所 对 应 的 事件 . > 于 表示 由 {X1,… ,Xk} 生成 的 o- 
代数 . WR Wi RRRS k 局 所 下 赌注 , 那么 Wi 一 定 是 及 -1- 可 测 的 , AA 
徒 只 能 根据 前 & 一 1 次 赌局 的 结果 来 决定 第 局 的 下 注 . 赌 徒 在 时 刻 ”的 财富 为 


n 
Yn = Yo + D> WiXi = Yn-1 + WaXn. 


“一 1 
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由 于 Wn 是 万 -1 可 测 的 , 且 X 与 Fa- 独立 , 故 有 
E[Yn|Fn—i] =Y 1 + WaE[Xn|Fn-1] 
=Yn-1 + Wn E[Xn] = Yn-1- 


序列 (Yn) 的 这 种 性 质 被 称 为 装 性 . 特别 地 , 如 果 每 个 We 都 可 积 , ABA BERS Tt 
所 有 的 有 ElYn) = Yo. 

现在 来 给 出 蒜 的 一 般 定 义 , 并 研究 它 的 基本 性 质 . 设 (O,F,P) 是 一 概率 空间 ， 
(Fan > 0) 为 大 的 一 列 单调 增 子 o- 代数 . 令 五 oo(U 万 ) , F-1 = Fo. 称 随 机 
变量 序列 (Xn,n > 0) 是 (万 ,)- 适 应 的 (相应 地 , TH), 如 果 每 个 X 为 万 -( 相 应 
Hh, F,-1-) 可 测 的 . 

我 们 记 No = {0,1,2,---}. 设 7 为 No- 值 随机 变量 . 如 果 vn c No, [r =n] € Fa, 
那么 称 7 是 一 个 (万 ,)- 停 时 . 对 停 时 7 , 令 


F, ={AE€ Fæ : AN[r =n] E Fn, Vn 2 0}, (1.11) 


那么 万 是 一 个 o- 代数 , 称 为 r- 前 事件 o- 代数 . 

以 前 面 的 赌博 为 例 , Fa 表示 为 直到 时 刻 n 赌场 上 发 生 的 各 种 事件 全 体 . 一 个 
赌 徒 决定 何 时 第 一 次 下 注 的 时 刻 7 可 以 看 成 一 个 停 时 , 因为 他 在 时 刻 n 第 一 次 下 
注 这 一 事件 [r = 可 发 生 与 否 , 只 能 根据 直到 时 刻 n 之 前 他 所 了 解 到 的 部 分 赌场 信 
息 决 定 , 即 [r = n] € Fr. 至 于 判断 一 个 事件 4 是 否 在 他 第 一 次 下 注 前 (包括 下 注 
那 一 时 刻 ) RE, 就 可 以 用 一 系列 事件 AN [r = n) 是 否 都 属于 Fa 来 判断 . 


定理 1.20” 设 (Xn,n > 0) 是 一 (三,)- 适应 的 随机 变量 序列 , T 是 一 个 停 时 . 令 
XT (w) 一 XTAn(w) = XT (w)an(w)- 


那么 (XT ,n > 0) 是 一 (Fn)- 适应 的 随机 变量 序列 , 并 且 XzrTJr<el 是 Fr- 可 测 
的 . 


定义 1.21 设 (Xn,n > 0) 是 一 (F,)- 适应 的 随机 变量 序列 . RE (关于 (F,)) 
Ae (LR, FR), 如 果 每 个 X WR, H 


ElXny1 | Fa] = Xn (< Xn, > Xa), a8.. (1.12) 







WE eee, 如 果 存 在 一 单调 增 的 停 时 序列 (Ta), 它 满足 lim, Ty = 00, 使 得 对 
每 个 k, (Xaar linvon > 0) BR, 或 者 等 价 地 , WE k, (Xaar — Xon > 0) 
iy BR. 





设 (Xn, n > 0) 为 一 随机 变量 序列 , 令 Fn 表示 由 {Xi,… , Xn} 生成 的 o- 代数 ， 
称 (Fr) 为 序列 (Xn) 的 自然 o- 代数 流 . WR (Xn) 关于 它 的 自然 o- 代数 流 (Fr) 
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ARR ( ERR, FR), 则 直接 称 (Xn) AaB (Eek, FRR). 例如 , 设 &,k=0,1,--- 为 
一 相互 独立 可 积 随 机 变量 序列 ，X， = sen =0,1,---. WR EE] = 0 (< 0, > 0), 
那么 (Xn) AB ( LB, FR). 

今后 , 如 果 在 讨论 问题 中 , o- 代数 流 (Fn) 是 预先 指定 的 , 或 者 从 上 下 文 看 是 没 
有 歧义 的 , FRAZER BR (L, FRR) 时 , 可 以 省 略 “ 关 于 (Fa) Re, 这 
时 并 不 是 指 (F,) 是 序列 的 自然 o- 代数 流 . 

下 面 这 些 结论 是 显然 的 : 

(1) B (Xn) 和 (Yn) 为 (上) $, 则 (Xn + Yn) 为 (上 ) (Xn A Yn) WER. 

(2) 设 (Xn) 为 (下 ) 蒜 , AS: R—RAR E— (JEM) DBR, 使 得 每 个 
f(Xn) TÆ, 则 由 Jensen 不 等 式 可 知 (f(X,)) AER. 

(3) 设 (Xn) AER. 记 


An = Xo + 》 (X;-:1 一 E[X,|Fj-1]); Mn = Xn + An, n21, (1.13) 
j=1 


并 令 ho = 0, Mo = Xo. W A 为 一 非 降 可 料 过 程 (4o = 0), E M ARR. 我 们 称 表 
ZA X =M—A AER X HH Doob 分 解 . 


§1.5.2 ”基本 定理 


定理 1.22 (Doob MARILE) B (Xn) AR (F2). WR SAT BARE 
时 , 那么 Xs 和 Xr WR, A 


E[Xr | Fs] = Xtras (> XTAS) as.. (1.14) 


特别 地 , 对 任意 停 时 T, (XT, n > 0) 为 著 (FR). 


证 明 RNAS TRAE. 设 (Xn) AFR, 停 时 SET 都 不 超过 某 个 
自然 数 m. 首先 假设 S <T. 由 于 |Xz| < = |X;|,|Xs| < 2 |X;|, 故 Xr 和 Xs 可 


积 . 令 j > 0, 4 € fs, 我 们 有 
A;:= AN[S = j]N[T >j] € F;. 
WE T-S <1, RARE FRNA, 





i (Xs — Xr)dP = | (X; — Xj41)dP < 0. 


对 于 一 般 情形 , 令 Rj; =TA(S+3),1<j<m, 那么 每 个 R 都 是 一 停 时 , H. 


S S Ri <---Rn; Ri -S <1, Rj41— Rj <1, l<jgm-l. 
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因此 有 
xm< | xas < f xrar, 
这 就 对 S 和 三 情形 证 明了 (1.14). 
对 于 任意 两 个 有 界 停 时 SAT 情形 , 我 们 应 用 上 述 结果 于 停 时 S 和 Tv5S 得 
到 
E[Xr |Fs] = E[Xrvslirz5) + XTAsTr<s] |Fs] 


2 Xslr>s) + Xraslir<s) = Xras- 


定理 证 毕 . o 
t HEBRE, 定理 1.22 断言 : 在 一 场 公平 赌博 中 , 不 可 能 利用 一 有 界 停 时 
策略 来 增加 个 人 的 期 望 财富 . 


定理 1.23 B (Xn)ncw AAEM PR. $ XN = suppcw Xn. W vA > 0, RA 
有 


AP(X > A) < I XyaP; (1.15) 


[Xx 2A] 
对 p > 1, 我 们 有 
GE[(XNPD) < H EXRI"” . (1.16) 





(1.15) 和 (1.16) 分 别称 为 Doob 极 大 值 不 等 式 和 Doob 不 等 式 . 


证 明 对 入 >0, 令 T= inf{fn :Xn >APAN. WE [Xp >A) LA Xr à, 
A [Xy <A] LA THN. 由 于 (Xa) APR, 由 定理 1.22 得 到 


E[Xn] 2 E[Xr] = f XrdP + XNdP 
[XX >A] [XN <A] 
>AP(X > 入 ) 十 J 和 NdP， 
[XN <A] 


(1.15) 得 证 . 
下 面 证 明 (1.16). 利用 Fubini 定理 从 (1.15) 式 可 得 


EXĘPI=E f peixx>Ma 
co 
2 f phP-IP(XX > Nd 
0 


co 
< f pdP-? J XydPd\ 
0 [X%>A 


= EX (Xi)? 
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由 数学 期 望 的 Holder 不 等 式 |ElEn]| < (EIEN? (Ell > 进一步 得 到 
E(XR)] < H EXKI? (EXA, 
这 蕴含 了 (1.16). 定理 证 毕 . 口 
下 面 给 出 (上 ) BRC OEE, 其 证 明 从 略 . 


定理 1.24 (ERM) (Xn) 为 一 上 蒜 . 如 果 sup, EX7] < oo( 或 者 等 
价 地 , sup, EllXn]] < 00, 因为 E[|Xn|] = E[Xn] + 2E[X7]), BAS n 一 co 时 , Xn 
a.s. 收敛 到 一 可 积 随机 变量 Xo WR (Xn) AERE, 那么 对 每 个 n > 0, 


E[Xo | Fal < Xn, a8.. 
特别 地 , 设 上 为 一 可 积 随机 变量 , WA 
im ELEL Fn] = Elé| Vn Fn]. 


现在 我 们 考虑 指标 集 -No = {--- ,一 2, 一 1,0}. B (Fn)ne-No WF NWF o- 
代数 , 使 得 对 所 有 n < -No, 有 万 -1 C Fn. 称 一 (Fn)- 适应 随机 序列 (Xn)ne—no 
为 ( 反 向 ) He (( 反 向 ) LA), 如 果 对 每 个 mn e -No，Xn 可 积 且 


E[X, | Fn-1] = Xn-1(< Xx 4); a.s.. 
















定理 1.25 ( 反 向 上 车 收敛 定理 ) BX )ncn X ER, 则 极限 lim Xp as 
FE. mR im E[X,] < +00, a.s. , 则 (Xn) 一 致 可 积 ， Xn a.S. 且 L- 收敛 于 


Xoo. 特别 地 , HE 为 一 可 积 随机 变量 , 则 有 


„lim Elé|Fn] = E[E| nn Fn). 





§1.5.3 ” 拷 变 换 


定义 1.26 (PRE) ” 设 (Mnn > 0) 为 一 适应 随机 变量 序列 , (Hn) 为 一 可 料 序 
列 . 我 们 记 AM, = Mn — Mn_1 , 并 令 


nr 
Xo = HoMo, Xn = HoMo + >, HiAMi, n> 1, 


i=1 





将 X im H.M. 如 果 MAR, 我 们 称 H.M AM 2 HERR. 
AT ARRRR, 我 们 需要 引入 o- 可 积 随机 变量 的 概念 . 
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注 ”容易 证 明 : 为 要 随机 变量 € 关于 9 为 o- TR, 必须 且 只 需 存在 一 9- 可 
测 实 值 随机 变量 7 > 0, 使 得 En 可 积 . 


定理 1.28 ” 设 & 为 一 关于 9 为 o- 可 积 的 随机 变量 , > 


C={AEG: Elé|I4] < +00}, 


则 存在 a.s. 唯一 的 9- 可 测 实 值 随机 变量 n, 使 得 对 一 切 A eC 有 


下 [<74] = 下 [774]. 
我 们 称 n 为 《关于 9 的 条 件 (数学 ) MB, WA EfG). 


证 明 ”无 妨 设 上 非 负 . MO, EG, 2, 1 0, 使 得 Elo, 可 积 . 令 mn = ElElo, |G), 
则 有 mito, = M aS., 1m 17 as, 其 中 7 为 一 9- 可 测 实 值 随机 变量 . + A € C， 
则 有 





E[é14] = limE(€/4Jo,] = lim Elnn14] = E[nla], 


此 即 (1.17). 由 (1.17) 知 , nln, 为 Elo, 关于 G 的 条 件 期 望 , Ky as. 唯一 确定 . 口 
容易 证 明 , 上 述 推广 的 条 件 期 望 保留 了 通常 条 件 期 望 的 性 质 , 例如 线性 性 、 单 
调 收敛 定理 . 
下 一 定理 来 自 Meyer [1972, pp. 47-48]. 
定理 1.29 设 和 = (X%,n > 0) 为 一 适应 序列 , 则 下 列 命题 等 价 : 
(1) X 为 一 局 部 蒜 ; 
(2) 对 每 个 n > 0, Xn+1 关于 Fn 是 o- 可 积 的 , H E[Xn+i | Fa] = Xn, a.s.; 
(3) X E- REK. 
证 明 (1)=(2). ® Tn 1 oo 为 一 停 时 序列 ,使 得 对 每 个 k， 序列 Za = 
XnAT TT >0， n2>0 ARR. 那么 对 任意 A E Fra, 因为 AN [Tk > n) E Fn, 故 
有 







E[Zn41Lan(r,>nj) = ElZnIAnT >n], 
即 有 E[XnsiLanin>nj] = EfXnIanT. >n] 因为 当 大 一 00 时 , [Tk > n] TO, 所 以 我 
们 知道 (2) 成 立 . 
(2)>(3). 令 Ho = Xo, Hn = E[|Xn — Xn-1| | Fazil n > 1;Vo = 0, Vn = 
H lun>opn > 1. 那么 序列 (Hn) 和 (Vn) 是 可 料 的 . $ M=14+V.X, WARM 
AWA X = HM. 
(3)=>(1). 假设 X = H.M ARAM, 其 中 M AR, H 为 一 可 料 序列 . > 


Tk = inf{n : |Hn41| > k}. 
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那么 每 个 T, MEN, Te 1? œ, HH [T > 0) 上 ,| 本 Am < k. 因此 每 个 
XnAT, TT >0] 都 可 积 ， 而 且 有 


E[(Xn+ian, — XnaT Tm, >ol | Fn) = HrntiTn, >oE[(Mnti 和 nT — Mnat,) | Fn] = 0. 
这 表明 (XnAT TT >0 n 之 0) AR. 因此 X A ARRE. o 


推论 1.30 (1) 设 M 为 一 局 部 蒜 . 如 果 每 个 Mn 可 积 , 那么 M AR. 特别 地 ， 
如 果 M 为 一 非 负 局 部 蒜 且 Mo WR, 那么 M AR. 





(2) 设 工 为 一 局 部 蒜 , A (Ha) 是 一 可 料 过 程 , 则 X = H.L ABER. 


证 明 (1) 是 定理 1.29 中 (1)>(2) 的 一 个 直接 结果 . 为 了 证 明 (2), RH 
理 1.29 中 的 (1)>(3), RNA L = K.M, 其 中 MARE K 是 一 可 料 过 程 . 因此 
X = H.L =(HK).M, 从 而 X ABER. 口 
定理 1.31 如 果 (Mn,0 <n <N) 是 一 适应 的 可 积 随机 变量 序列 ， 使 得 对 任意 
有 界 可 料 序列 (Hn,1 <n < N) 都 有 E[2 Hj;AMj] = 0, WA (Mn) AR. 





证 明 MAHER 1 <i <N, AEF & H, =0,n £j, Hj = Ia, W (An) 为 一 
有 界 可 料 序列 . 根据 假设 ELIA(Mi — Mj;-1)] = 0, 这 意味 着 E[M;|Fj-1] = Mj-1. 
此 (Mn) AR. 口 


引 理 1.32 WE 为 一 随机 变量 , CERF 9 为 c- 可 积 的 , BEE | 9] = 0. WR 
存在 一 可 积 随机 变量 n, E E> n 或 & < n, MA € 也 可 积 . 特别 地 ,上 可 积 当 且 
MS e+ Me“ 可 积 . 


证 明 ”假设 >7. 令 X=& 一 n. 那么 X 是 一 非 负 随 机 变量 . RNA 





E[X] = E[E[é -n | 9]] = E[E[—n | 9]] = E[—n] < œ. 
因此 X 可 积 , 这 意味 着 & 可 积 . 如 果 & <n, OX =n-£. 同 理 可 证 & 可 积 . o 
下 一 定理 给 出 了 诸 变 换 的 一 个 重要 例子 . 
定理 1.33 (指数 蒜 ) KL A—wBR AL = 0. 4 
Zo = 1, Zn = TIa+ Aaron> 1. (1.18) 


k=1 


则 2 为 一 局 部 拷 . 我 们 称 Z 是 工 NaH. 如 果 进 一 步 AL, > -1, 则 Z 为 非 
Bk, LEGEA. 此 外 , 每 个 初 值 为 1 HERR 2 一定 具有 形式 (1.18), 其 中 
LASER, H ALn > 一 1. 
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证 明 ”由 (1.18) 得 到 
Zn — Zn-1 = ZLn-iALn, nèl. 
故 由 推论 1.30 (2) M, Z7-1= H.L ABER, 其 中 A, = Zn. 因此 由 定理 1.29 
知 , 2 为 一 局 部 鞭 . 
如 果 AL, > -1 则 由 推论 1.30(1) 知 , 2 AIAS. 另外 , 这 时 由 引 理 1.32 知 


AL, WR, 从 而 L ASH AR. 
现 设 Z AFAR, A Zo =1. 4 


Io =0, Ln = Ln-1 + (Zn/Zn-1 — 1)Tiz,-1>0); nl, 


则 由 定理 1.294, L 为 局 部 蒜 , 由 于 AL, > -1 故 由 引 理 1.32 MAL, WR, 从 而 
L AR. 最 后 容易 验证 (1.18) 成 立 . 口 
§1.5.4 Snell 包 络 
下 一 定理 解决 了 一 个 最 优 停止 问题 . 
定理 1.34 (Snell B) KB (Zu)osnsx 为 一 适应 的 可 积 随机 变量 序列 . 我 们 利 
用 倒 向 归纳 定义 序列 (Un) 如 下 : $ Un = Zy, 
Un = Max(Zn,E[Un4i|Fa]), n<N-1. 


(1) (Un) AER, 且 它 是 控制 (Z%)( 即 对 所 有 n AU, > Zn ) BRAD ERR. 称 
(Un) A (Zn) 的 Snell 包 络 . 

(2) WRA Tn 表示 在 {j,… , N} 中 取 值 的 所 有 停 时 全 体 , 并 令 7; = inf{L > j : 
Ur = Zi}, 则 每 个 Tj 为 停 时 , {Unj <n < N} WHR, 且 对 所 有 的 j <N, 


U; = E[Zr, | Fil = esssup{E[Z7 | Fj] :TEe TN}; 


这 里 esssupH 表示 随机 变量 族 H 的 本 性 上 确 界 . 特别 地 , E[Zr] 在 Ty 上 的 上 
确 界 在 T; 处 达到 , 而 且 该 值 等 于 EU], 也 就 是 说 ， 





E[U;] = E[Zr,] = sup{E[Z7] : T € Gn}. 


证 明 (1) 因为 Un > 下 [Dai | Fal, E Un > Zn, 所 以 (Un) 为 控制 (Zn) 的 上 
BW (Vn) 为 另 一 控制 (Zn) AER. 由 倒 向 归纳 易 知 (Vi) 控制 (Un). 因此 (Un) 
为 控制 (Zn) ABAD ER. 

(2) 容易 验证 Tn 为 停 时 . 由 于 Un? = Un, AMM i <n<N-14 


T; l 
Cn+1 一 UD = Ir, >n+1](Un41 “a Un). 


§1.6 Markov 序列 .27 . 


另 一 方面 , 根据 T 和 Un 的 定义 可 知 , 在 [Zi > n+ 直上 有 
Un =E Uny | Fal: 
因此 
Unis — UP = Iiz,>n41](Uns1 — ElUnt | Fal). 
注意 到 [T; > n +1] = [T; < n]: E€ Fn, WE- FAAS 
EVD -UP | F,] =0. 

因而 对 每 个 j, (U2?) WR. 由 于 Uz, = Zr, 我 们 有 

U; =U;? =EIUN | Fj] = E[Zz, | F;). 
MEHRA T E€ Tin, 由 于 Ur > Zr H (Un) AER, 我 们 有 


ElZr | Fj] < E[Ur | 万 ] < U;. 
结论 (2) 得 证 . o 


§1.6 Markov 序列 


BW (2, F, P) 为 一 概率 空间 , 9,9; 和 G AF 的 子 o- 代数 . 如 果 对 任意 Bl e 
Gi, Baze9 ,有 
P(B, B2|G) 一 P({B,|G)P[B2|9], a.S., 


WE G, 和 Go KF o- 代数 9 条 件 独 立 . 容易 证 明 91 Al G KF o- 代数 9 HH 
独立 , 当 且 仅 当 对 任意 Bo € Go, 有 


P[B2|G, V G] = PIB2|0], a.s., (1.19) 


其 中 91 v9 为 包含 G 和 9 的 最 小 o- 代数 . 
B XAY X Ri- 值 随机 变量 . WR o(X) 和 c(Y) XF g 条 件 独立 , WRN 
BX MY 关于 9 条 件 独立 . 由 (1.19), 这 意味 着 对 任意 Ac BRI), 


P[X € Alo(Y) V G] =P[X € AIG], (1.20) 


AIA o(X) = {[X € A]: A € B(R*)}. 如 果 X AY ARF G 条 件 独立 的 非 负 (或 
可 积 ) 随机 变量 , WA 


E[XY|G] = E[XİG]E[Y |g], a.s.. (1.21) 
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设 (0,F,P) 为 一 概率 空间 . 一 Ri- 值 随机 变量 序列 {Xo, X1,---} BA Markov 
序列 , 如 果 对 所 有 n > 1 和 Ac BR), 有 


P[Xni1 € AlXo, X1, ,Xn] = PIXny1 € AIX»l]. (1.22) 


根据 (1.19), 这 表明 序列 (Xn) 具有 如 下 Markov 性 : 过 去 的 演化 {Xo,… ,Xn_1} 
与 未 来 状态 Xn+1 关于 当前 状态 Xn 是 条 件 独立 的 . 

设 5 为 一 非 空 集合 , 至 多 含有 可 数 多 个 元 素 . WR {Xo, X1,.…} 为 具有 值 域 5 
的 离散 随机 变量 序列 , 则 序列 的 Markov 性 简化 为 如 下 要 求 : 


P(Xn+1 = In+1|Xo = Z0…… ,Xn = Zn) = P(Xn41 = Tn+1|Xn = Sn), 


其 中 zo0,… ,zn+l 属于 S. 这 时 称 序列 (Xn) 是 状态 空间 为 S 的 Markov #, KH 
件 概率 P(Xn+l = zn+ilXn = Tn) NR Markov 链 的 一 步 转 移 概 率 . 如 果 它 们 不 依 
HA n, 则 称 该 Markov 链 是 时 齐 的 . 在 此 情形 下 , 我 们 令 P(z,y) = P(X = y|Xo = 
x£), £,y € S, 称 P(x,y) 为 该 Markov 链 的 转移 函数 . 

时 齐 Markov 链 的 一 简单 例子 是 生 灭 链 , 它 的 状态 空间 为 S= {0,1,2,---}, 转 
移 函 数 为 : 


P(z,x£ — 1) = qz, £ 21; P(z,x+1)=pz; Plzz)=rz;i Plz,y) = 0， 其 他 情形 . 


这 里 从 状态 z 转移 到 另 一 状态 +1 和 z-1 分 别 对 应 着 “出 生 ” 和 “死亡 ”. 
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俗话 说 得 好 : 不 能 把 鸡蛋 放 在 一 个 篮子 里 . 一 经 济 人 (economic agent) 在 股票 
市 场 中 进行 投资 , 要 选择 适当 投资 组 合 (portfolio), 其 中 心 问题 是 在 回报 (reward) 
与 风险 (risk) 之 间 进 行 权衡 . Markowitz(1952) 把 投资 组 合 收益 率 的 期 望 和 方差 分 
别 看 作为 回报 和 风险 , 提出 了 均值 -方差 分 析 模 型 ， 首次 对 不 确定 情况 下 投资 组 合 
选择 提供 了 定量 分 析 方 法 . 后 来 , Tobin(1958) 进一步 发 展 了 这 一 方法 , 提出 了 著名 
的 两 基金 分 离 定 理 . 在 20 世纪 60 年 代 中 期 , 基于 Markowitz 的 均值 -方差 分 析 和 
Tobin 的 两 基金 分 离 定 理 , Sharp(1964), Lintner(1965) 和 Mossin(1966) 独立 地 建立 
了 资本 资产 定价 模型 (capital asset pricing model, 简称 CAPM). 资本 资产 定价 模型 
实际 隐 含 地 假定 了 影响 证 券 收益 率 的 共同 因素 只 是 单个 市 场 因 素 . 1976 年 Ross 提 
出 了 决定 风险 资产 价格 的 套利 定价 理论 (arbitrage pricing theory, 简称 APT), 它 是 
一 个 多 因子 模型 . 

Markowitz 的 理论 被 誉 为 “华尔街 的 第 一 次 革命 "，Markowitz 和 Sharp 荣获 
1990 年 诺 贝 尔 经 济 学 奖 , 同时 获奖 的 还 有 Miller, 他 因 对 公司 金融 理论 的 基础 性 贡 
献 而 获奖 . 

本 章 简 要 介绍 上 述 模型 和 理论 的 主要 结果 . Markowitz 在 1952 年 的 原创 性 论 
文 和 1958 年 的 专著 中 都 是 研究 不 允许 卖 空 情形 下 的 均值 -方差 分 析 , 但 这 时 由 于 
问题 变 得 复杂 (要 解 带 等 式 约束 和 不 等 式 约束 的 二 次 规划 问题 ) 而 没有 显 式 解 , 所 
以 我 们 只 介绍 允许 卖 空 情 形 下 的 均值 -方差 分 析 理 论 . 本 章 的 写作 主要 参考 了 文献 
Huang and Litzenberger (1988) 和 王 江 (2006). 


§2.1 均值 -方差 分 析 


假设 一 个 经 济 人 在 证 券 市 场 中 进行 投资 , 他 只 在 当前 时 刻 (时 刻 0) 做 投资 决 
R, 然后 等 待 在 未 来 某 个 时 刻 (时 刻 1) 获得 回报 . 假设 在 市 场 中 有 一 只 无 风险 证 
FM d 只 风险 证 券 , 分 别 用 指标 0 和 1,… ,d 表示 . 我 们 用 Xi(0) 和 X;(1) 分 别 
表示 证 券 i 在 时 刻 0 和 1 的 价格 . 证 券 i 的 收益 率 (rate of return) 和 全 收益 (total 
return) 分 别 定 义 为 ri; = Lin -1 和 Ry = 1+ri. 风险 证 券 的 收益 率 是 一 个 随机 
变量 , 无 风险 证 券 的 收益 率 是 一 个 正 的 常数 , 用 ry 表示 . 令 ei = E[r;] 表示 ri 的 期 


望 , 并 令 
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r= (ri, ra), e€=(e1,--- ea)", 

其 中 r 表示 转 置 . 用 Y 表示 随机 向 量 7 的 协 方差 阵 , 即 V = E[(r — e)(r—e)"]. > 
后 我 们 恒 假 设 V 是 满 秩 的 (从 而 是 正定 的 ), 即 假定 m 一 el,… ,ra — ea 是 线性 独 
立 的 , KBB 71,… ,ra 是 线性 独立 的 . 这 时 市 场 没有 宛 余 证 券 , 即 任 一 证 券 的 收益 
率 不 能 表 为 其 他 证 券 收 益 率 的 线性 组 合 . 

投资 组 合 的 选择 就 是 要 确定 在 风险 证 券 上 的 权重 , 我 们 用 wi 表示 在 证 券 i 上 
的 权重 , 并 令 w= (wi1,… ,wa)". 这 样 1 - wl 就 表示 在 无 风险 证 券 上 的 权重 . 这 
里 1 表示 分 量 都 是 1 的 a 维 列 向 量 . 为 简单 起 见 , 我 们 就 把 权重 向 量 w 叫做 一 个 
投资 组 合 . 

一 个 投资 组 合 w 的 收益 率 r(w) 及 其 方差 oz(r(w)) 分 别 为 


r(w) = w'r+(1—w'1)rs, o? (r(w)) =w Vw. (2.1) 


lw) = E[r(w)] 表示 组 合 w 的 期 望 收益 率 , r(w) -rs 称 为 组 合 w 的 超额 收益 
率 (excess return), p(w) 一 ry 称 为 组 合 w 的 风险 溢价 (risk premium), (u(w) 一 rp)/ 
o(r(w)) 称 为 组 合 w 的 Sharp 比 (Sharp ratio), 它 表 示 单 位 风险 带 来 的 风险 溢价 . 
我 们 可 以 把 一 投资 组 合 的 收益 率 的 期 望 和 方差 分 别 看 作为 投资 的 回报 和 风险 . 
对 任意 给 定 几 如 果 在 所 有 期 望 收益 率 为 u HASH, 某 一 投资 组 合 收益 率 的 方差 
为 最 小 , 那么 这 个 组 合 就 叫 作 期 望 收益 率 为 六 的 均值 -方差 前 洛 组 合 (mean-variance 
frontier portfolio). 我 们 下 面 的 任务 就 是 找 出 所 有 的 均值 -方差 前 沿 组 合 . 
82.1.1 ”没有 无 风险 证 券 情形 下 的 均值 -方差 前 沿 组 合 
首先 我 们 考虑 市 场 上 没有 (或 限制 使 用 ) 无 风险 证 券 情形 , 这 时 求 均值 -方差 前 
沿 组 合 就 化 为 下 面 的 二 次 规划 问题 : 


| w(u) = arg min suru, 
w 2 


we=p, w1i=1. Ga) 
利用 Lagrange ATIS, 我 们 求解 qin Ew, 入 ,7), 其 中 
AEE Fw Vw tipt- ri: (2.3) 
使 得 wu) 为 in Llw, 和 ,7) 的 解 的 一 阶 必 要 和 充分 条 件 是 : 
= = Vw — àe — y1 = 0, (2.4a) 
ðL 


AA =p-—w'e=0, (2.4b) 


§2.1 均值 -方差 分 析 


其 中 0 表示 d 维 零 向 量 . 解 方程 (2.4a) 给 出 
w(u) = A(V~1e) + (V711). 
由 (2.4b), (2.4c) 和 (2.4d) 我 们 推 得 关于 入 和 7 的 方程 : 


和 (erV-le) 十 7T(erV-11) = p, 
AlrV-le)+7(LrV-11) = 1. 


解 此 方程 给 出 


其 中 
A=1'Ve=e7V-11, B=e'V-!e, 


C=1'V"'1, D=BC- A’. 
易 见 B > 0,C > 0. AF 
(Ae — B1)'V-!(Ae — B1) = B(BC — A?) = BD, 
也 有 D> 0. 但 是 4 可 正 、 TAMAS. 最 终 得 到 
定理 2.1 “期望 收益 率 为 y 的 均值 -方差 前 沿 组 合 wau) 由 下 式 给 出 : 
w(u) = 9 + ph, 


其 收益 率 的 方差 为 


w(u) Vuln) = Eu- SP + 2 = ou)’, 


g= 58v- —AV-e), h= (CV-!e — AV-11). 
证 明 (2.6) 由 (2.4d) 和 (2.5) 直接 推 得 . 此 外 , 容易 证 明 


>, h'Vh= 


B 
T = T =_— 
9g Vg= 5 9Vh 万 ， 


由 此 立刻 推 得 (2.7). 


a 
D 
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(2.4c) 


(2.4d) 


(2.5) 





从 (2.6) 我 们 可 以 得 到 如 下 的 由 Tobin (1958) 给 出 的 两 基金 分 离 定 理 (two-fund 


separation theorem). 
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定理 2.2 BME d2, m > 0, u2 >0 H m Fue. > wlm) M wu) 为 期 望 收 
益 率 分 别 为 u 和 u 的 均值 -方差 前 沿 组 合 , 则 vu > 0, 期 望 收益 为 u 的 均值 - 方 
差 前 沿 组 合 w(u) 是 w(u) 和 wu) 的 仿 射 组 合 (affine combination): 


w(u) = ow(p1) + (1 — ow(p2), 


其 中 a = (u — py2)/(p1 — p2) 是 如 下 方程 的 解 : 


H = apy + (1 — a)p2. 


RZ, 对 任何 使 得 u = am 十 (1 一 Qa)p2 > 0 的 实数 a, awl) + (1 — a)w(p2) 是 
一 个 期 望 收益 为 u 的 均值 -方差 前 沿 组 合 . 


注 ”两 基金 分 离 定理 告诉 我 们 : 在 均值 -方差 分 析 准 则 下 , 投资 人 只 要 选择 两 
个 可 以 信赖 的 具有 不 同期 望 收益 率 的 基金 ( 即 均 值 -方差 前 沿 组 合 ) 进行 投资 即 可 . 
Bp 和 4 是 两 个 均值 -方差 前 沿 组 合 , 由 (2.6) 我 们 有 


p=9g9+Er(p)h, q= g + Efr(q)]h, 
其 中 g A h 由 (2.8) 给 出 . 因此 组 合 p 和 g 的 收益 率 的 协 方差 为 : 


cov(r(p)r(@) = p'Va= $ (Ero) - £) (Erol - 4) 
特别 令 p 和 4 相等 , 则 可 以 得 到 : 


A\2 
o*(r(p)) 7 (Ero) = $) 
1 D 
C C2 
此 即 (2.7) 式 . WRH (u) 表示 组 合 wa) 的 收益 率 的 方差 ( 即 olu) := 
o(r(w(u)))), 由 (2.10) 看 出 (o(u), u) 的 图 像 是 o(r(p)) 一 Elr(p) 平面 上 以 (0, A/C) 
为 中 心 、 渐 近 线 斜率 是 +. /D/C 的 双 曲 线 , 称 之 为 组 合 前 活 (portfolio frontier)( 图 
2.1). 点 (V1/C, A/C) 对 应 于 最 小 方差 的 均值 -方差 前 沿 组 合 , 称 之 为 最 小 方差 组 
4 (minimum variance portfolio, 简称 MVP). 期 望 收益 率 大 于 或 等 于 A/C 的 那些 
均值 -方差 前 沿 组 合 (对 应 于 (2. 5) 中 的 和 > 0) 称 为 有 效 组 合 (efficient portfolios), 
它们 对 应 于 图 像 的 上 半 部 分 . 容易 看 出 , 有 效 组 合 的 凸 线性 组 合 还 是 有 效 组 合 . 对 
于 投资 者 来 说 , 只 需要 考虑 有 效 组 合 . 
在 均值 -方差 模型 下 , 我 们 也 可 以 考虑 “给 定 方差 而 选取 期 望 收益 率 达 最 大 的 
投资 组 合 ”. 下 一 定理 给 出 了 收益 率 标准 差 等 于 给 定 o 中 的 期 望 收益 率 的 最 大 值 和 
对 应 的 投资 组 合 . 





1 


+5. (29) 


= 1, (2.10) 


82.1 均值 -方差 分 析 NS 





图 2.1 组 合 前 沿 


定理 2.3 ”对 任意 给 定 的 o> /1/C, € 


ee A A e 
MVNO o Oo 


则 收益 率 标准 差 等 于 o 的 投资 组 合 中 期 望 收益 率 最 大 值 为 uo) 对 应 的 投资 组 
合 ül) 为 有 效 前 沿 组 合 w(u(c)). 


证 明 ”如 果 有 效 前 沿 投资 组 合 wau) 的 收益 率 标 准 差 等 于 o, 则 由 公式 (2.7) 





知 
— Dot D A 或 a am Dot _D JA 
R= oC a a AREN GC ma 


因此 , 收益 率 标准 差 等 于 o 的 投资 组 合 中 期 望 收益 率 最 大 值 为 uo), 对 应 的 投资 组 
合 vlo) 为 期 望 收益 率 等 于 uo) 的 有 效 前 沿 组 合 w(u(o)). 口 
注 1 可 以 看 出 : w(u(c)) 是 如 下 问题 的 最 优 解 : 


2 


w(o) = arg max we, 
w 
ÜVÜ =o", 1=1, 


注 2 该 定理 表明 : 在 均值 -方差 模型 下 “给 定 方差 而 选取 期 望 收益 率 达 最 大 
的 投资 组 合 ” 和 “给 定期 望 收 益 率 选取 方差 最 小 的 投资 组 合 ”这 两 者 通常 并 不 等 价 ， 
一 般 来 说 前 者 往往 优 于 后 者 , 即 有 Alo) > 几 其 中 o= o(p). 


82.1.2 ”没有 无 风险 证 券 情形 下 均值 -方差 分 析 的 新 表述 


我 们 考虑 市 场 上 没有 (或 限制 使 用 ) 无 风险 证 券 情形 . 假设 一 个 经 济 人 (或 投资 
者 ) 在 市 场 上 投资 , 他 的 初始 财富 为 zo > 0, 时 刻 1 的 财富 为 ri, 两 者 之 差 x, 一 zo 
称 为 资本 利得 (capital gain), 简称 为 利得 . 问题 是 如 何在 期 望 利得 为 给 定 的 u 的 投 
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资 组 合 中 , 寻找 一 投资 组 合 , 使 得 其 利得 的 方差 达 最 小 . 显然 , 令 a=, WAR 
期 望 收 益 率 , 最 优 投资 组 合 即 为 wA), 它 是 问题 (2.2) 对 应 于 A 的 解 . “SR, 投资 
到 各 风险 资产 的 资金 额 为 dlro u) = row). 因此, 如 果 不 是 考虑 投资 到 各 风险 
资产 的 权重 v, 而 是 直接 考虑 投资 到 各 风险 资产 的 资金 额 名 (也 称 为 投资 组 合 ), 则 
û(zo, p) 为 如 下 的 二 次 规划 问题 的 解 : 


| û(zo, u) = arg min 30" Vo, azi 


Te = p, w71 = Zo. 
这 里 y 是 在 时 刻 1 的 期 望 利 得 , v Vi 是 在 时 刻 1 利得 的 方差 . 投资 组 合 多 (zo, u) 
在 时 刻 1 利得 的 方差 为 


C A 2 
(ao, u) Vûl(zo, u) = Th- gto)? + a =: o(p, z0)? (2.7*) 


给 定 xo, MRF 1 = Sm WW o(u, zo) 达 最 小 值 |zol/VC. 最 小 方差 以 上 的 均 
值 -方差 集合 
2 2 
fino :0? = S (u - fao) + ae p> zo 
构成 了 所 谓 的 均值 -方差 有 效 前 沿 . 
定理 2.4 RNA 
EEA 5 (Au - Bay)? + E. (2.11) 


给 定 u, MRL zo = p, WW o(u, zo) 达 最 小 值 |p|/VB. 最 小 方差 以 下 的 初始 财 
富 -方差 集合 


1 2 A 
{ (20,07) : 02 = BA 一 Bro}? + 与 ， Io S fn} 


构成 了 所 谓 的 初始 财富 -方差 有 效 前 治 
证 明 ”注意 到 BC — D = A, 由 (2.7*) 推 得 





BD > 
D(Bo?(u, £o) — uw?) = BO(u — co) tga- ae 


2ABuzo | 
一 (BC 一 2 See 
( od D)u T 

= A? p? — 2AByay + B* x2 


= (Apu — Bao)’. 


82.1 均值 -方差 分 析 . 35 ， 


(2.11) 得 证 . 其 余 结论 是 (2.11) 的 直接 推论 . 口 
注 1 如 果 Ay < Bao, 2 r? = Zp, 则 组 合 ólag, u) 实现 与 组 合 (zo, u) F 


样 的 期 望 利得 , 但 用 了 较 少 的 初始 投资 c3, 并 达到 较 小 的 利得 标准 差 a 


注 2 MR u< Sao, 4 ut = Sto, 则 组 合 w(xo,u*) KALE 四 (zo u) 实现 
较 高 的 期 望 利得 和 较 较 小 的 利得 标准 差 , 但 初始 投资 还 是 zo. 

上 述 两 个 注 告诉 我 们 , 如 果 用 均值 和 方差 来 衡量 收益 和 风险 , 在 给 定 风险 水 平 
F, 并 非 投 资 额度 愈 高 期 望 回报 愈 高 ; 或 者 期 望 回 报 愈 高 , KURARAK. 

下 面 恒 假定 zo。 > 0 和 / > 0. 根据 上 面 两 项 观察 , 考虑 投资 的 利得 , 一 个 更 为 
合理 的 均值 _ 方 差分 析 表 述 应 该 是 


| w(xo, p) = arg min w Vw, (2.12) 
de>, wW1< to, 
或 者 是 
| ti(zo, u) = arg min do" Vi, eas 
Ùe + (zo —W71) > p, , M71 < Z0. 
为 了 解 问题 (2.12), 对 任 给 v > p, 我 们 先 解 如 下 问题 
| w(xo,v) = arg min w Vw, (2.12) 
Desr, w71< Z0， 
来 找 出 最 优 投资 水 平 fo(z): 
2 
Zo(v) = arg min 5 ( 一 fa) + aA (2.14) 
其 解 为 
z zo, Av > Bro, 
= 2; Av < Bto San 


如 果 Av < Bzo, 则 


2 r 
o(ĉo(v), v)? = £ ( -so 名) 4 SE = av. 
ATTRA lêo) u) 是 问题 (2.12) 的 解 . 这 表明 , 如 果 Ap < Bao, 三 目标 最 
优化 问题 (2.12) 事实 上 等 价 于 如 下 二 目标 最 优化 问题 : 
| (ro, u) = arg min ù” Vô, gib 
wee=p, w71< Zo, 
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另 一 方面 , 为 解 问题 (2.12), 对 任 给 z < zo, 我 们 也 可 以 先 解 如 下 问题 : 


| (z, v) = arg min a" Vò, a 
De zH, wi=zr 
来 找 出 最 优 投 资 水 平 f(z): 
p(x) = arg min cw 一 人 十 (2.14’) 
其 解 为 
u Ch> Az, i 
A=) AO can (2.18 
C 
C 


如 果 Cu < Aro H A > 0, > x3 = FP 则 w(23,u) 是 问题 (2.9) 的 解 . 如 果 
Cu > Azo, W (zo, u) 是 问题 (2.12’) 的 解 .. 

这 表明 , 如 果 Cu < Aro H 4 > 0, 三 目标 最 优化 问题 (2.12) 实际 上 等 价 于 如 
下 二 目标 最 优化 问题 : 


(Zo, u) = arg min w" Vw, 
| ù (2.17) 


we=p, w71< zo, 


为 解 问题 (2.13), 对 任 给 v > 几 我 们 首先 解 如 下 问题 : 


(2.13*) 


w(xo,v) = arg min ÜV Ù, 
w 
we+(to-W1)=v W1<2 


来 找 出 最 优 投资 水 平 ĉo(v): 


Zo(v) = arg min e ("-m+z- a. ara 
z<zo D C C 
其 解 为 
Zo, (A—C)v 2 (B — A)zo, 


nus | po — z0), (A-—C)v < (B — A)zo. a8) 


如 果 (4 一 C)v < (B 一 A)zo, 则 
o (Go(v),v) = cw — To + Zo(v) — Za)? + 
A? — 4AC + 2C2 + CB 


Hoop ~ 20)”: 
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为 了 找到 最 优 的 v 我 们 需要 解 如 下 问题 : 
v= arg min(y — Zo)’. 


注意 到 
B+C-2A=(1-e)!V—(1-e) >0, 


从 而 有 (A-C) < (B-A). 

下 面 分 两 种 情况 考虑 : 

(1) 假定 A >C. WR (A-C)p < (B 一 4)zo, Wu < zo，v* = zo, 这 时 
@(Zo(x0), 20) 为 (2.13) 的 解 ; 如 果 (A -— C)u 2 (B — A)zo, W v* =p, Zo(u) = £o, 
这 时 问题 (2.13) 退化 为 问题 (2.2)*. 

(2) 假定 4 < C, 这 时 恒 有 (4 一 C0)p < (B — A)zo. MR p< zo, WM v* = zo, 这 
时 t(Zo(z0), £0) 为 (2.13) 的 解 ; 如 果 u > xo, 则 v* = p, Xi} wW(Fo(u), u) X (2.13) 
的 解 . 

上 述 结果 表明 , WR pw < xzo, 且 (4-C)n < (B- 4)zo, 三 目标 最 优化 问题 
(2.13) 实际 上 等 价 于 如 下 二 目标 最 优化 问题 : 


(2.19) 


w(ro, y) = argminw Vw, 
w 
Õe + (zo — 71) = To, W1< 10. 


(= glee z0)) 为 负 的 . 特别 地 , 如 果 A < 0 H p> zo > 0, 则 最 优 投资 


水 平 Zo(v) 为 严格 负 的 . 
我 们 还 可 以 如 下 改 述 均值 -方差 组 合 选择 模型 : 


(2.20) 


w(r9,0) = arg max w7e + (£o — 71), 
w 
wVw=o*, w71< To, 


这 里 wr1 < zo 是 “预算 约束 (budget constraint)”, 而 且 假 定 了 零 利率 . 
注意 ; 对 应 于 初始 财富 为 z 和 资本 利得 的 方差 为 "2 最 大 期 望 利得 为 


-,/ 22 Da? A 
=V ee ge 
我 们 首先 通过 解 
ĉo = ar max 人 -T 
aa IY |, SO A, TA C C2 C y 
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找 出 最 优 投资 水 平 ĉo, 其 解 为 


Zo, A > C, To 20,02 


vo | 
A-C Zo; 


MA>C,r<0,0> —rtoV1/C, 


ĉo = - 
RA <C, <0, -oy 170 < o < PECA /oo 


(A- Choy D+(A_-C)’ 其 他 情形 . 


然后 我 们 解 如 下 问题 得 到 问题 (2.20) 的 解 : 


w(Zo,o) = arg max we, 
| od en (2.21) 


wVw=07, wW1=f 
如 果 考 虑 r 为 全 收益 和 y 为 期 望 终端 财富 , 类 似 的 讨论 及 其 他 问题 的 研究 参 
见 文献 Cui, Li and Yan (2011). 
82.1.3 ”存在 无 风险 证 券 情形 下 的 均值 -方差 前 沿 组 合 
现在 我 们 假设 市 场 中 有 一 无 风险 证 券 可 供 投资 者 选择 , 其 收益 率 为 ry. 我 们 要 
找 出 所 有 的 均值 -方差 前 沿 组 合 . 期 望 收益 率 为 u 的 均值 -方差 前 沿 组 合 wu) 是 下 
面 二 次 规划 问题 的 解 : 
,1 
w(u) = arg min qu Vu, 
we+(1—w71)ry = p. 
WR u= ry, 解 是 平凡 的 : wu) = 0. 下 面 我 们 假设 u Ary. 利用 Lagrange RTH, 
我 们 求解 min L(w, A), 其 中 


L(w, A) = Sw Vw + Xp — w’e —(1—w71)ry;). 


TE wu) 为 pin L(w, A) 的 解 的 一 阶 必 要 和 充分 条 件 是 


= Vw —X(e-—rysl1) =0 (2.22a) 
‘i OL 
ar HO w7e —(1—w"1)rs =0. (2.22b) 
解 上 述 两 个 方程 给 出 
w(u) = =D v-e ry), (2.23) 
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其 中 
= (e — r1) V~! (e —rf1)=B-—2rA + r7C. (2.24) 


由 于 A? < BC, 我 们 有 H > 0. 由 (2.23) 得 到 
= 2 
o?(u) = w(u) Volu) = E, (2.25) 


其 中 o?(u) 表示 wu) 的 收益 率 r(wu)) 的 方差 . 由 (2. 15) 得 到 
o(u) = Jg" 一 7f|. (2.26) 


因此 (ol(u), u) 在 o(r(w)) 一 EIr(w)] 平面 上 的 图 像 是 由 从 (0,rr) 出 发 的 斜率 分 别 为 
VÄ 和 一 VH 的 两 条 射线 , 与 斜率 为 VH 射线 上 的 点 相对 应 的 前 沿 组 合 称 为 有 效 组 
4 (efficient portfolios), 它们 的 期 望 收 益 率 y 大 于 或 等 于 ”. 该 射线 称 为 资本 市 场 
线 (capital ee iis 2.2). 由 (2.26) 知 斜率 VH 是 所 有 有 效 组 合共 同 的 Sharp 


比 ( 即 , Vu > rp = = VH), 它 也 被 称 之 为 风险 的 市 场 价格 (market price of risk), 
与 此 对 照 的 是 ， Epa E 以 看 作为 时 间 价格 (price of time). 








图 2.2 ”组合 前 沿 和 资本 市 场 线 


容易 看 出 : 对 任意 组 合 p, (o(r(p)),Elr(p)|) 一 定 处 在 的 两 条 射线 内 部 . 由 此 推 
知 : 存在 无 风险 证 券 情形 下 , 上 一 节 中 的 定理 2.3 及 其 注 仍然 成 立 . 

上 一 节 我 们 证 明 : 风险 证 券 的 最 小 方差 组 合 的 期 望 收益 率 是 4/C. 因此 可 能 
有 下 面 三 种 情况 发 生 : A/C > rj, 4/C < rf, 和 4/C = rf. 4 A/C =r; 时 ,资本 市 
场 线 就 是 风险 证 券 的 组 合 前 沿 的 渐 近 线 的 一 支 , 与 风险 证 券 的 有 效 组 合 前 沿 没 有 交 
点 ; 当 A/C < ry 时 , 资本 市 场 线 的 斜率 VH 大 于 风险 证 券 的 有 效 组 合 前 沿 的 渐 近 
线 的 的 斜率 /D/C, 所 以 这 时 资本 市 场 线 与 风险 证 券 的 有 效 组 合 前 沿 也 没有 交点 . 

下 面 只 考虑 A/C > ry 的 情况 . 
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定理 2.5 BÆ A/C > ry. 则 当 且 仅 当 pt =rjy++H/(4 一 ryC) 时 有 17 u(y") = 
1, 即 有 效 前 沿 组 合 wu) 不 含 无 风险 证 券 , 且 它 的 收益 率 的 标准 差 为 o(j*) = 
VH/(A—r;C). 此 外 , 资本 市 场 线 与 风险 证 券 的 组 合 前 沿 相 切 于 点 (o(u*), u"), 
切 点 对 应 的 组 合 称 为 切 点 组 合 (tangent portfolio). 


证 明 ”由 于 






17V-*(e —rgl1) = 4 一 rrC， 


故 由 (2.23) 和 (2.26) 立即 推 知 第 一 个 结论 . 另 一 方面 , 由 于 有 效 前 沿 组 合 w(u*) 不 
含 无 风险 证 券 , w(j*) 必然 也 是 在 上 一 节 中 不 考虑 投资 于 无 风险 证 券 情形 时 的 有 效 
WEAS, 从 而 点 (o(u*), u) 位 于 风险 证 券 的 组 合 前 沿 . 因此 , 资本 市 场 线 与 风险 
证 券 的 组 合 前 沿 相 切 于 点 (o(u*), u*). 口 
注 1 RNA w 表示 切 点 组 合 ( 即 前 述 的 w(u")), WH (2. 13) 我 们 有 

w* = ae" —rfl). (2.27) 
对 于 切 点 以 上 和 以 下 部 分 的 资本 市 场 线 上 的 点 所 对 应 的 有 效 前 沿 组 合 w, DHA 
1l7w > 1 和 1lrw < 1. 前 者 表示 投资 者 以 无 风险 利率 借 一 部 分 资金 来 增加 财富 , 然 
后 将 所 有 资金 按照 切 点 组 合 的 权重 投资 到 风险 证 券 ; 后 者 表示 投资 者 以 一 定 资金 买 
无 风险 证 券 , 然后 将 剩余 资金 按照 切 点 组 合 的 权重 投资 到 风险 证 券 . 

注 2 从 (2.23) 可 以 看 出 , AS wu) 关于 u 是 线性 的 , 所 以 存在 无 风险 证 券 
情形 下 , 我 们 也 有 两 基金 分 离 定 理 . 特别 地 , 任何 投资 者 的 有 效 投资 组 合 都 可 以 由 
无 风险 证 券 和 切 点 组 合 做 线性 组 合 得 到 . 因此 , 他 们 都 按 切 点 组 合 的 比例 将 部 分 资 
金 投 资 到 风险 资产 上 . 

由 切 点 组 合 的 定义 容易 推 知 : 


定理 2.6 BÆ A/C > ry. 则 切 点 组 合 的 Sharp 比 在 所 有 风险 资产 组 合 中 达 最 
大 值 . 
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一 个 经 济 人 在 证 券 市 场 中 如 何 选择 投资 组 合 呢 ? 从 金融 经 济 学 的 角度 看 , 这 取 
` 决 于 人 的 偏好 或 对 风险 的 态度 ,后 者 可 以 用 所 谓 的 效用 函数 (utility function) U 表 
示 . 经 济 人 的 目标 就 是 使 得 他 关于 投资 组 合 在 时 刻 1 的 财富 W 期 望 效用 EIU(W)] 
达到 最 大 . 如 果 经 济 人 是 风险 厌恶 的 (risk averse), 那么 他 的 效用 函数 是 单调 增 且 严 
HR. 假设 风险 证 券 的 收益 率 的 联合 分 布 是 Gauss 分 布 , 那么 容易 证 明 他 关于 投 
资 组 合 在 时 刻 1 财富 的 期 望 效用 就 简化 为 形 如 ulo, u) 的 函数 , 称 为 均值 -方差 效 
用 函数 (mean-variance utility function), 这 里 y 表示 投资 组 合 的 期 望 收 益 率 ， o 表示 
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投资 组 合 收益 率 的 标准 差 . 更 一 般 地 , Chamberlain (1983) 证 明了 如 下 事实 : 在 无 
风险 资产 存在 的 市 场 中 , 投资 组 合 收益 率 分 布 只 依赖 其 均值 和 方差 , 当 且 仅 当 组 合 
中 的 风险 证 券 的 收益 率 的 联合 分 布 为 椭 球 分 布 (elliptical distribution). 在 这 种 情形 
F, 期 望 效用 就 化 为 均值 -方差 效用 函数 . 一 随机 向 量 X = (Xi,:… ,X,)" RAR 
从 椭 球 分 布 , 如 果 它 的 特征 函数 具有 如 下 形式 : 


px (t) = exp{it py} Y(t" Et), 


EP u An 维 列 向 量 , OA nxn 正定 对 称 和 矩阵 , y 为 一 实 值 函数 . 
效用 函数 的 单调 性 和 严格 凹 意味 着 投资 者 偏好 较 高 的 期 望 收益 率 和 较 小 的 标 
准 差 . 因此 , 对 于 均值 -方差 效用 函数 u, 一 般 来 说 我 们 必须 有 
Ou 


Ou 
Jo <0, Ou > 0. (2.28) 


于 是 对 每 一 个 常数 c 方程 u(o, u) =c E o-u FRLRET—TARAEAR HH 
线 , 称 为 效用 水 平 为 c 的 无 差异 曲线 (indifference curve). 

容易 证 明 : 存在 唯一 的 一 个 无 差异 曲线 与 组 合 前 沿 (没有 无 风险 证 券 情形 下 ) 
或 资本 市 场 线 (有 无 风险 证 券 情形 下 ) 相 切 , 在 后 一 种 情况 下 , 切 点 (o, u) 是 下 面 方 


Fs — JH eg a 一 十. (2.29) 
对 这 一 u, 由 (2.23) 可 以 求 得 有 效 组 合 . 对 一 个 以 均值 -方差 效用 函数 为 其 偏好 的 投 


资 者 来 说 , 这 一 有 效 组 合 是 在 如 下 意义 最 优 的 : 在 所 有 有 效 组 合 中 它 的 效用 水 平 最 
高 ( 见 图 2.3). 


age u=r;+VH o 
Ty ee 


23 无 差异 曲线 和 最 优 组 合 
(2.29) 表明 : 对 于 最 优 投资 组 合 , 风险 和 期 望 收益 率 的 边际 替代 率 必 须 等 于 组 
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合 的 Sharp 比 . 作为 一 个 例子 , 假设 投资 者 的 均值 -方差 效用 函数 为 


u(o,u) =u- =0?, (2.30) 
HH r > 0 称 为 风险 容忍 度 (risk tolerance). 方程 (2.29) HRA 
4=r7+ 5 o= SVE. (2.31) 


§2.2 资本 资产 定价 模型 (CAPM) 


82.2.1 市场 竞 争 均衡 与 市 场 组 合 


假设 我 们 的 市 场 是 无 摩擦 的 (frictionless), 这 就 是 说 : 没有 交易 费用 , 没有 买卖 
价差 (bid-ask spread), 没有 卖 空 限制 , 没有 税收 , 借贷 都 是 一 样 的 利率 , 并 且 证 券 
是 任意 可 分 的 . 进一步 , 我 们 假设 参与 者 都 是 以 均值 - 方差 效用 函数 作为 偏好 , 并 
且 持 有 相应 的 最 优 投资 组 合 , 因此 参与 者 都 持 有 有 效 组 合 . 如 果 市 场 出 清 (market 
clear), 即 市 场 参 与 者 对 各 个 证 券 拥 有 量 的 总 和 与 市 场 相 应 证 券 的 供给 量 相等 , 我 们 
称 市 场 达到 了 竞争 均衡 (competitive equilibrium), 简称 均衡 . 

假设 市 场 达到 竞争 均衡 , 在 时 刻 0 证 券 市 场 上 第 ; 只 风险 证 券 的 总 价值 为 Wi, 
无 风险 证 券 的 总 价值 为 Wy. 令 

Wi 


(wm): = -一 一 一 一， (2.32) 
$3 Wj + ws) 
j=1 
称 这 一 组 合 wm = ((wm)1,… , (wmM)a)” 为 市 场 组 合 (market portfolio). 在 实际 运 


用 中 , 一 般 用 指数 基金 作为 市 场 组 合 的 近似 . 

下 面 我 们 将 证 明 均 衡 市 场 中 市 场 组 合 是 有 效 组 合 . 事实 上 , 假设 市 场 中 有 KA 
参与 者 . ew") 为 第 上 个 参与 者 时 刻 0 时 的 最 优 投 资 组 合 , X™(0) 为 其 时 刻 0 时 
拥有 的 各 种 证 券 (KA HK (endowment)) 的 总 价值 , WA 

d K K 
Wi+ Ws = X00), Wi= >> XO Ow. 
j=l k=1 k=1 


党 d 
ak = x%o/ (ow +w); 
j=1 
WHET 1 <i<d, 


K K d 
Lan = > xu /( FW + Wr) = (wu) 
k=1 k=1 j=1 
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这 表明 市 场 组 合 是 若干 有 效 组 合 的 凸 组 合 , 从 而 是 有 效 组 合 . 另外 , 如 果 无 风险 证 
券 净 供给 为 零 , 即 借贷 相抵 , 则 市 场 组 合 就 是 切 点 组 合 . 

今后 我 们 将 把 市 场 组 合 的 风险 ( 即 市 场 组 合 收益 率 的 标准 差 ) 称 为 市 场 风险 
(market risk), 把 市 场 组 合 的 风险 溢价 称 为 市 场 风 险 溢价 (market risk premium). 由 
于 市 场 组 合 是 有 效 组 合 , 所 以 市 场 组 合 的 Sharp 比 就 是 上 一 小 节 中 定义 的 风险 的 
市 场 价格 VH. 

根据 两 基金 分 离 定理 , 任 一 有 效 组 合 可 以 表示 为 无 风险 证 券 和 市 场 组 合 的 线性 
At. 例如 , 假设 市 场 中 有 K 个 参与 者 , 每 个 参与 者 都 有 形 如 (2.30) 的 均值 -方差 
效用 函数 , 其 风险 容忍 系数 为 TTK. 则 由 (2.23) 和 (2.31) 知 , Bk 个 参与 者 
的 最 优 组 合 是 

wi) = FV-!(e —r1). 


另 一 方面 , 在 (2.23) 中 令 wu) = wm, WA 


H 


a4 | 
V-“(e—r1)= ea TWM. 


因此 有 
TkH 


v= gE T ak 


(2.33) 


由 于 S arw = wm, 故 由 (2.33) 推 得 
k=1 


TH 


= Epon] =) OM ea 


WM 


其 中 
K 
T= ante. (2.35) 
k=1 


比较 (2.34) 和 (2.33) 看 出 : 市 场 组 合 可 以 看 成 是 对 应 于 风险 容忍 度 为 r 的 形 如 
(2.30) 的 均值 -方差 效用 函数 的 最 优 组 合 , 这 里 + 是 所 有 参与 者 风险 容忍 度 按 其 于 
赋 的 权重 (ak) 的 加 权 平 均 . 


82.2.2 ”存在 无 风险 证 券 时 的 CAPM 


在 这 一 小 节 里 , 我 们 假设 市 场 是 竞争 均衡 的 , 且 市 场 中 存在 无 风险 证 券 , 其 收 
益 率 为 ry. 下 一 定理 给 出 了 两 个 资产 组 合 期 望 收益 率 之 间 的 一 个 关系 , 其 中 一 个 是 
均值 -方差 前 沿 组 合 . 
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定理 2.7 $ p 是 一 个 均值 -方差 前 沿 组 合 , 那么 对 任意 组 合 q( 并 不 一 定 是 均 
值 -方差 前 沿 组 合 ), 我 们 有 

E[r(q)] = rf + Ba,p(Elr(p)] 一 77)， (2.36) 


其 中 


_ covr(grO) 


far = oa(r(p) 
特别 令 p 为 市 场 组 合 wm, 则 有 


E[r(q)] = rf + bawu (p(wm) — rf). (2.38) 


我 们 称 Paws AAA q 的 B 系数 . 
WA ”由 于 p 是 一 个 均值 -方差 前 沿 组 合 , 由 (2.22a) 我 们 必须 有 
Vp = A(e — rfl), 


其 中 入 是 一 依赖 p 的 常数 . + 4 为 任 一 组 合 . 由 于 qre = E[r(q)] —(1—q71)r; 和 
qrVp = cov(r(q),r(p)), 我 们 有 





cov(r(q),r(p)) = A(E[r(q)] — rs). (2.39) 
特别 令 g =p 得 到 
_ _9(r(p))? 
E[r(p)| — ry’ 
代入 到 (2.39) BPS (2.36). o 
注 1 由 (2.36) A (2.37) 容易 看 出 
r(q) -Tf = Bap(r(p) — rs) + &, (2.40) 


其 中 E[é] = 0, cov(é,r(p)) = 0. 此 外 , 由 (2.40) 和 (2.37) HR: 
Bop = arg min Var[(r(q) — rs) — a(r(p) —77)]. 
因此 , 用 最 小 二 乘法 对 rla) 一 rj 和 r(p) 一 ry 的 观测 数据 作 线 性 回归 , 其 回归 系数 
就 是 bap 的 最 优 估计 . 
注 2 由 (2.40) 得 
0? (r(q)) = B? wua (r(wm)) + 07(€). 
È Priorum) 表示 7r(q) 和 r(wm) 的 相关 系数 , 即 


= cov(r(a), r(wae)) 
Pr(q),r(wm) = o(r(q))o(r(war))’ 


$22 RO CAPM) 


则 有 
Bawuo (T(wm)) = Pr(q),r(wae)7(7(Q))- (2.41) 
FRA 
o*(r(q)) = P(q),r(wae) (r(q)) 十 02(6)， 
02(€) = (1 — 3,9) (waa) 7 (rla). 

0?(r(q)) 和 Piorun ra) 分 别称 为 组 合 g 的 总 凤 险 和 系统 风险 (systematic 
risk), 后 者 是 由 市 场 大 环境 引发 的 ; 把 (1 - Portun) Ca) 称 为 组 合 g HAE A 
统 风 险 (non-systematic risk), 它 是 独立 于 市 场 环境 的 风险 . 

容易 证 明 : SANSA q 是 均值 -方差 前 沿 组 合 时 , AA g 的 非 系统 风险 为 


由 于 w(wm) 一 7 _ VA, 故 由 (2.36) 和 (2.41) 知 , 方程 (2.38) 可 以 重新 写成 


o(r(wm)) 
E(r(q)] 一 ?十 prlortwx)jc(r(g))V 五 ， (2.38’) 


其 中 H 由 (2.34) 给 出 . 方程 (2.38) 或 (2.38') 称 为 资本 资产 定价 模型 (capital asset 
pricing model, 简称 为 CAPM). 它 是 由 Sharp(1964). Lintner(1965). Mossin(1966) 
分 别 独立 建立 的 . 

按 (2.38') 表述 的 CAPM 表明 : 任 一 组 合 的 风险 溢价 与 其 系统 风险 成 正比 , 其 
比例 系数 为 市 场 的 风险 价格 (BN VH). 按 (2.28) 表述 的 CAPM 表明 : 任 一 组 合 的 
风险 溢价 等 于 它 的 8 系数 乘 以 市 场 的 风险 溢价 . 

从 (2.41) 看 出 : 任 一 组 合 q 的 8 系数 等 于 其 系统 风险 与 市 场 风 险 的 比值 , 称 
之 为 相对 系统 风险 , 而 从 (2.38) 看 出 : 任 一 组 合 g 的 风险 溢价 Elr(q)] -rs 只 依赖 
于 其 系统 风险 , 并 不 依赖 于 其 非 系统 风险 . 

8 一 上 平面 内 通过 点 (0,7) 斜率 为 oc(r(wm))VH ( 即 市 场 风险 溢价 wxr) 一 7) 
的 直线 称 为 证 券 市 场 线 (security market line)( 见 图 2.4). 





0 1 Baw 
图 2.4 ”证券 市 场 线 
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证 券 市 场 线 是 对 CAPM 的 另 一 种 表述 , 它 形象 地 表明 了 如 下 事实 : 组 合 的 风 
险 溢价 与 组 合 的 相对 系统 风险 成 正比 , 其 比例 系数 为 市 场 风险 溢价 . 在 实际 应 用 中 ， 
市 场 风险 溢价 (war) 一 ry 可 用 指数 基金 的 风险 溢价 来 近似 . 
特别 地 , 令 6; = cov(ri,r(wa))/o?(r(wm)), 我 们 称 它 为 第 i 只 证 券 的 6 系数 . 
由 (2.38) 我 们 有 
ei =r + bi(Elr(wm)}]— rs). (2.42) 


Bi 只 证 券 的 系统 风险 为 biolr(wm)), 它 由 市 场 决 定 , 不 能 通过 分 散 化 投资 而 消除 . 
但 它 的 非 系统 风险 为 Vo2(ri) — 620? (r(wm)), 它 由 公司 内 部 因素 产生 , 能 够 通过 分 
散 化 投资 而 消除 . 事实 上 , 假定 市 场 上 a 个 证 券 的 方差 相同 , 等 于 o, 彼此 之 间 的 
协 方差 相同 , 等 于 cov. 考虑 一 个 最 简单 的 等 权重 的 投资 组 合 p, 这 时 投资 组 合 的 方 
差 为 

o*(p) = 50 + (1 一 5) cov, 


因此 个 体 证 券 的 方差 在 投资 组 合 中 被 分 散 掉 了 , 但 协 方差 无 法 分 散 . 
一 个 证 券 的 6 系数 可 以 度量 其 相对 系统 风险 . 由 于 无 风险 证 券 的 8 系数 为 0, 
所 以 组 合 w 的 6 系数 实际 上 等 于 风险 证 券 的 8 系数 关于 权重 w 的 加 权 平 均 , 即 


d 
Pi wie = 2 wibi. 
由 于 组 合 的 系统 风险 与 它 的 5 系数 成 正比 , 所 以 选取 6 系数 小 的 证 券 可 以 降低 组 
合 的 风险 , 尽管 这 些 证 券 的 期 望 收益 率 较 低 . 在 实际 应 用 中 , 风险 资产 的 6 系数 可 
以 由 公司 及 市 场 的 观测 数据 用 统计 方法 进行 估计 . 
82.2.3 ”没有 无 风险 证 券 时 的 CAPM 


现在 假设 市 场 上 不 存在 (或 限制 使 用 ) 无 风险 证 券 . 令 p 为 一 个 均值 -方差 前 
沿 组 合 , 并 且 p 不 是 最 小 方差 组 合 , 即 Elr(p)] 4 A/C. 下 面 我 们 将 说 明 存在 唯一 的 
一 个 均值 -方差 前 沿 组 合 , 用 zc(p) 表示 , CH p 之 间 具 有 零 协 方差 . 为 了 寻找 组 合 
zc(p) 使 得 cov(r(p),r(ze(p)) = 0, 由 (2.9) 我 们 解 下 面 方程 

5 (Er - $) (Erce - 5) + 5 =9 


得 到 : 


期 望 收 益 率 等 于 上 式 右 端 值 的 前 沿 组 合 就 是 我 们 要 找 的 组 合 zc(p). 
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下 面 的 定理 由 Black(1972) 给 出 . 


定理 2.8 ” 设 p 是 一 个 均值 -方差 前 沿 组 合 , 但 不 是 最 小 方差 组 合 . 则 对 任意 组 合 
4( 不 一 定 是 均值 -方差 前 沿 组 合 ), 我 们 有 





E[r(q)] = Elr(zc(p))] + Ba,p(Elr(p)] — Elr(ze(p)))). (2.43) 
证 明 ”由 于 p 是 一 个 均值 -方差 前 沿 组 合 , 从 (2.40) 推 得 


Vp = àe + 71, 


其 中 入 和 7 为 依赖 p 的 常数 . 令 a 为 任 一 组 合 . 由 于 g'e = Efr(q)|,g71 =1 H 
q’ Vp = cov(r(p),r(q)), 我 们 有 


cov(r(p), r(q)) = AE[r(q)] + 7. (2.43’) 
特别 地 , 在 上 式 中 分 别 令 gq =p 和 q= zc(p), 我 们 得 到 


a?(r(p)) = AE[r(p)] +7, 0= AE[r(ze(p))] + 7. 


seal E[r(p)] — Elr( 
= EROI TEED], ty = -Elr(zc(p)l 
于 是 从 (2.43') 立刻 推 得 (2.43). o 
t WREE (2.43) AFS p 为 市 场 组 合 wx, 则 得 到 
E(r(q)] = E[r(zc(war))] + bawu (Elr(wm)] — E[r(ze(was))]). (2.44) 


由 于 zc(wm) 的 6 系数 为 零 , 所 以 (2.44) 式 称 为 零 6 CAPM. 对 比 (2.44) 和 (2.38), 
Ẹ p CAPM 中 的 zc(wxm) 就 相当 于 CAPM 中 的 无 风险 资产 . 


§2.2.4 利用 CAPM 的 均衡 定价 


CAPM 的 主要 应 用 是 未 定 权 益 定 价 . 在 本 小 节 我 们 假设 市 场 中 有 一 无 风险 证 
券 可 供 选择 , 而 且 所 有 参与 者 都 有 各 自 的 均值 -方差 效用 函数 , 并 持 有 相应 的 最 优 投 
资 组 合 , 此 外 假设 市 场 是 竞争 均衡 的 . 令 X 为 在 时 刻 1 的 一 个 不 确定 回报 (payoff), 
称 为 未 定 权益 (contingent claim), 假定 它 是 一 个 资产 组 合 在 时 刻 1 的 回报 , 并 且 它 
的 统计 特征 (均值 和 方差 ) 以 及 它 与 市 场 组 合 收益 率 的 相关 系数 是 知道 的 , 我 们 要 
想 知 道 它 在 时 刻 0 的 合理 价格 , 记 为 e(X). 由 (2.38) 知 , 在 均衡 市 场 中 , X 的 收益 
Æ rx = X/e(X) - 1 应 该 满足 如 下 方程 : 


E(rx] =r+ prx r(wru)o(rx) WA, (2.45) 
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由 于 
E[X] =(1+ E[rx])e(X), Prx r(wm) = PX,r(wm)> o(X) = e(X)o(rx), 


由 (2.45) 我 们 得 到 
_ EIX] = pxr(ww)o(X)VH 
l+r 

PK e(X) 为 X 的 均衡 价格 . 这 一 定价 公式 也 适用 于 对 一 般 未 定 权益 的 定价 . 

由 于 px,r(wae)0(X) = cov(X,r(wm))/o(r(wm)), 故 从 (2.46) 看 出 : 均衡 定价 关 
于 未 定 权益 是 一 线性 运算 . 这 一 线性 性 质 对 公司 做 资本 预算 很 重要 , 因为 公司 的 财 
务 目 标 是 资产 价值 最 大 化 . 公司 可 以 选择 那些 项 目 进行 投资 , 它们 产生 的 未 来 不 确 
定 回报 的 当前 均衡 价格 超过 成 本 预算 . 

CAPM 的 另 一 应 用 是 利用 市 场 数学 模型 计算 的 均衡 价格 与 市 场 实际 价格 对 比 ， 
对 证 券 或 风险 资产 (如 共同 基金 ) 进行 评估 , 发 现 被 低估 或 高 估 的 , 从 卖 高 买 低 中 获 
益 . 但 需 注意 的 是 , 不 能 投资 于 个 别 被 认为 低估 了 的 证 券 , 因为 单个 证 券 的 非 系统 
风险 也 不 容 忽视 . 


e(X) (2.46) 


§2.3 ”套利 定价 理论 (APT) 


CAPM 是 一 个 单 因素 模型 , 它 意味 着 影响 风险 资产 收益 的 因素 只 有 市 场 因 素 ， 
但 这 是 一 个 不 可 观测 的 量 . 事实 上 , 有 许多 共同 的 因素 会 影响 风险 证 券 的 收益 , 比 
如 GDP 增长 率 、 就 业 率 、 利率 、 通货 膨胀 率 等 . 因此 , CAPM 的 应 用 是 有 很 大 局 
限 性 的 . 更 严重 的 是 , CAPM 是 建立 在 一 系列 假设 基础 上 的 , 比如 所 有 参与 者 都 是 
风险 厌恶 的 , 并 且 都 利用 均值 -方差 函数 作为 偏好 , 还 有 市 场 处 于 竞争 均衡 状态 . 这 
些 假定 显然 是 不 合理 的 . 在 没有 这 些 假设 的 情况 下 , Ross(1976) 提出 了 一 个 关于 证 
券 收益 率 的 多 因子 模型 ( 即 一 种 统计 假设 ): 


M 
ri=etd byfite, 1<i<d, (2.47) 

j=l 
其 中 r 和 ei 分 别 表示 证 券 i 的 收益 率 和 期 望 收益 率 ， 及,…. fu 是 零 均值 的 随 
机 变量 , 表示 影响 证 券 收 益 率 的 共同 因子 . b;; 表示 证 券 i 关于 因子 j 的 敏感 系 
数 (sensitive coefficient).，e1,:… ,sd 是 均值 为 零 互 不 相关 的 随机 变量 , 表示 模型 误 

差 , 并 且 与 因素 所 ,… , fu 也 是 不 相关 的 . 

所 谓 的 Ross 套利 定价 理论 (arbitrage pricing theory, 简称 为 APT) 可 以 粗略 描 
述 如 下 : 假设 风险 证 券 的 数目 d 远大 于 共同 因素 的 数目 M, 且 市 场 是 渐 近 无 套利 
的 (approximately arbitrage-free), 也 就 是 说 当 d 趋 于 无 穷 大 时 套利 机 会 将 消失 , 则 


§2.3 ”套利 定价 理论 (APT) .49. 


存在 M 个 资产 组 合 w, wm, 使 得 第 j MAS w 关于 因子 j 的 敏感 系数 为 1， 
关于 其 他 因子 的 敏感 系数 为 0, 并 且 在 大 多 数 资产 的 期 望 收益 率 和 关于 共同 因子 的 
敏感 系数 之 间 近 似 存在 一 个 线性 关系 : 


M 
ei 一 7f 十 2 bij (àj — Tf), (2.48) 
其 中 Xi 是 wj 的 期 望 收益 率 . 和 CAPM 一 样 , APT 可 以 用 来 对 风险 资产 进行 定价 . 
关于 APT 更 严格 的 表述 需要 进一步 假设 存在 无 穷 多 只 证 券 , 每 只 证 券 的 收益 
率 都 满足 式 子 (2.47), 并 且 Ee? 是 一 致 有 界 的 . 如 果 市 场 是 渐 近 无 套利 的 , 那么 存 
在 M +1 个 常数 uo, um, 使 得 


n M 
Jim > X (ei — po — >》 big Hy)? =0. (2.49) 
i=l j=1 
如 果 市 场 上 有 一 个 无 风险 证 券 , 那么 jo 就 是 无 风险 证 券 的 收益 率 . 

正如 Huberman (1983) 所 指出 的 , Ross 的 APT 主要 优点 是 对 它 的 实证 检验 不 
需要 了 解 实际 上 不 能 观测 到 的 市 场 组 合 . 遗憾 的 是 Ross (1976) 并 未 提供 渐 近 无 套 
利 的 明确 定义 , 而 且 他 的 证 明 也 不 严格 . 下 面 我 们 基本 按照 Huberman (1983) 给 出 
APT 的 明确 陈述 和 严格 证 明 . 为 此 需要 一 列 风险 证 券 个 数 不 断 增加 的 市 场 . 在 第 
n 个 市 场 中 , A n MES, 其 收益 率 由 形 如 (2.47) 的 多 因子 模型 给 出 : 


M 
=e?+ Df +e, i=1,2.,n, 20) 
j=l 


其 中 ef?,… ,en 是 互 不 相关 的 零 均值 随机 变量 , E[(e?)?] KT n Ai 是 一 致 有 界 的 . 
用 向 量 和 德 阵 形式 可 以 将 (2.50) 改写 为 


r” =e" + BP f™ +e", (2.51) 


其 中 r= (ri, Tn)”, f" = (fÈ Ki SMY- 

此 前 我 们 总 是 考虑 那些 总 价值 非 零 的 投资 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 定义 权重 向 量 
为 一 投资 组 合 . 现在 我 们 定义 价值 向 量 W 为 一 投资 组 合 , 其 中 W: 为 投资 在 证 
券 i 上 的 价值 . 这 时 可 以 考虑 总 价值 为 零 的 投资 组 合 , 按 Huberman (1983) 的 说 法 ， 
称 这 样 的 组 合 为 “套利 组 合 ”. 注意 : 这 里 所 谓 的 “套利 组 合 ”并 不 是 真正 能 够 产生 
套利 的 组 合 . 一 列 市 场 称 为 有 渐 近 套利 , 如 果 存 在 一 “套利 组 合 ”序列 W eR 使 
得 

lim (W")"e" = oo， lim (W")"V"W" =0. 

这 里 (Wyer 和 (WY VW” 是 组 合 Wn 的 期 望 收益 率 和 收益 率 的 方差, 其 中 
V” = Efe? (e”)"]. 
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下 一 定理 来 自 Huberman (1983). 


定理 2.9 “考虑 一 列 市 场 , 其 在 风险 证 券 上 的 收益 率 由 (2.40) 给 出 , 并 且 满 足 上 述 
条 件 . 如 果 这 列 市 场 是 渐 近 无 套利 的 , 则 对 n = 1 2,… , 存在 常数 pr, wh, --- why 
和 A, 使 得 对 n = 1,2,---, 









Ln := de c p” Er > bp?) <A. (2.52) 
= J= 


证 明 ”为 方便 起 见 , 我 们 复述 Huberman (1983) 给 出 的 证 明 . 将 en 投影 到 由 
ln 和 B" 的 列 向 量 张 成 的 线性 空间 , 得 到 如 下 表示 : 


e” = p"1" + Bp” +c", (2.53) 

其 中 
u” ER“, (c*)71"=0, (BY t =0. 
注意 lel? = yey? = Ln. 假定 定理 的 结论 不 成 立 ， aai FF (n) 使 得 
Lw 一 œ. 固定 二 p e (-1 -1/2), 考虑 “套利 组 合 "W" = LP. 由 (2.53), W” 
的 期 望 收益 是 L, 当 n 一 oo 时 它 趋 于 co. 另 一 方面 , 依 假定 ， BE o>0,4 
supn Var(e?) < o?, RATA W” 的 收益 方差 的 如 下 估计 : 
(wr) wr < oL? || \|? = afi}. 


4n 一 oo 时 它 趋 于 零 . 这 与 这 列 市 场 是 渐进 无 套利 的 假定 矛盾 . CHIEF O 
原先 Ross (1976) 考虑 一 个 平稳 模型 ， 假 定 市 场 中 有 无 穷 多 个 证 券 , 并 且 在 
(2.40) 中 , 对 所 有 ij 和 n, 有 e? = ei,b?; = bij 换言之 , (2.51) KERR: 


r” =e+ Bf" +e". (2.54) 


这 时 可 以 证 明 如 下 结果 (属于 Ross (1976)). 关于 这 一 结果 的 证 明 请 见 Huberman 
(1983). 


定理 2.10 ”考虑 一 市 场 , 风险 证 券 的 收益 率 由 (2.54) 给 出 , 并 且 满 足 前 面 所 述 的 
条 件 . 如 果 市 场 是 渐 近 无 套利 的 , 则 对 n = 1, 2,… , 存在 常数 p, py,… ,pm, 使 得 





co M 
ei —p- X biju)? < œ. (2.55) 
i=1 j=1 


如 果 市 场 中 有 一 无 风险 证 券 , 则 在 定理 2.8 (相应 地 , 定理 2.9) 中 , p” (相应 地 ， 
p) 是 无 风险 证 券 的 收益 率 . 


§2.4 均值 - 半 方 差 模型 .51 . 


§2.4 均值 - 半 方 差 模 型 


将 方差 看 成 一 投资 组 合 的 风险 的 好 处 是 计算 简单 . 但 从 风险 管理 角度 看 , 方差 
不 是 一 个 满意 的 风险 度量 , AACN “RET” 收益 和 损失 . Markowitz (1959) 曾 建 
议 用 半 方 差 作为 风险 度量 , 并 且 给 出 了 处 理 单 期 均值 - 半 方 差 的 计算 程序 . 但 当 受 
限制 集合 是 非 有 界 时 ,Markowitz 甚至 连 有 效 集 的 存在 性 都 未 建立 . 此 后 许多 工作 
聚焦 于 半 方 差 有 效 前 沿 的 数值 计算 , 而 对 受 限制 集合 是 R 中 的 闭 子 集 (通常 是 无 
界 的 ) 的 有 效 前 沿 的 存在 性 直到 Jin, Markowitz and Zhou (2006) 这 篇 文章 才 建 立 . 

下 面 将 给 出 在 我 们 框架 下 他 们 文章 一 个 主要 结果 的 简单 证 明 . 为 简单 起 见 , 我 
们 只 考虑 市 场 中 没有 无 风险 证 券 情形 . 

令 p>0 Be. 如 下 优化 问题 称 为 均值 - 半 方 差 模型 : 


w(u) = arg min E[(w"r — p)2], 
we=p, w1 =l, (2.56) 


其 中 r- = max(—z,0). 我 们 的 任务 是 证 明 (2.46) 解 的 存在 性 . 

& D = {we Rt: we = p, w71 = 1}, f(w) = E[(w7r—p)?],w € D. W D X Ri 
AFR. 我 们 取 D 中 一 序列 {wn,n > 1}, 使 得 limo f(wn) = infweo f(w). 往 
证 {wnn > 1} 为 有 界 , 从 而 该 序列 的 任 一 极限 点 为 (2.56) 的 一 个 解 . 我 们 用 反 证 法 
证 明 {wn,n > 1} AAR. 事实 上 , 如 果 不 然 的 话 , 我 们 可 以 取 一 子 列 {wr k > 1} 
使 得 limp Ine) ll = 00, E limp oo Wacky /|}wncey 存在 , WA y. W yll = 1, 并 
且 我 们 有 

f(wn(k)) _ 2 


oaia Ta eo) 


这 蕴含 (re 5 e)) =0, a.s.. 但 是 , 由 于 Ely" (r—e)] = yEfr—e] = 0, 我 们 必须 还 
有 (re-a) | =0, a.s.. 因此 我 们 得 到 y7(r—e) = 0, as. ,这 与 71 一 el,:… ,ra 一 eq 
为 线性 独立 ( 即 V 为 满 秩 ) 的 最 初 假定 矛盾 . 

更 一 般 地 , 对 一 给 定 的 投资 组 合 收 益 率 目标 b > 0, 如 下 的 优化 问题 为 目标 - 半 
方差 模型 : 


(2.57) 


w(b) = argminE|(w7r — b)? ], 
wil. 


关于 这 一 问题 解 的 存在 性 证 明 请 见 Jin, Markowitz and Zhou (2006). 
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§2.5 ”多 阶段 均值 -方差 分 析 理 论 


前 面 我 们 假设 经 济 人 只 在 当前 时 刻 (时 刻 0) 做 投资 决策 . 如 何 将 这 一 结果 推 
广 到 可 以 在 时 刻 0, 时 刻 1, --- 时 刻 T — 1 进行 投资 决策 呢 ? 这 里 他 是 一 个 正 整 数 . 
这 一 问题 直到 2000 年 才 被 Li and Ng (2000) 解决 . 下 面 我 们 将 介绍 这 篇 文章 的 主 
要 结果 , 但 不 给 出 证 明细 节 . 作者 感谢 崔 翔 宇 博士 为 本 节 撰 号 了 初稿 . 

假设 在 市 场 中 有 d + 1 只 证 券 , 分 别 用 指标 0 和 1,… ,d 表示 . 指标 为 0 的 证 
券 通常 表示 无 风险 证 券 , 但 也 可 以 是 风险 证 券 , 其 他 指标 的 证 券 是 风险 证 券 . 证 券 i 
从 时 刻 t 一 1 到 时 刻 t 的 收益 率 用 r(t) 表示 , 它 是 一 个 随机 变量 , + e;(t) = Efri) 
表示 ri(t) 的 期 望 , 并 令 


r(t) = (ry (t), pike | Ta(t))’, e(t) = (ex (t), oer, ,ea(t))”, 
其 中 7 表示 转 置 . 用 V(t) 表示 随机 向 量 r(t) 的 协 方差 阵 , 即 
V(t) = El(r(t) — e(t))(r(t) — e(t))’]. 

假定 收益 率 的 均值 和 协 方差 阵 是 已 知 的 , 并 且 协 方差 阵 是 满 秩 的 . 

令 F, WB {r(s), 8 < t} 生成 的 o 代数 , 一 个 投资 策略 就 是 一 个 关于 (F,) 适应 
的 向 量 值 随机 序列 u(t) = (w(t),w2(t),… ,wa(t))" ,t=0,1,2,… ,了 一 1, 其 中 u(t) 
是 经 济 人 在 时 刻 t 证 券 市 场 交易 后 拥有 证 券 i 的 价值, 它 是 F, 可 测 的 ， 设 投资 者 
的 初始 财富 为 20). $ a(t) = D ult) 表示 经 济 人 在 时 刻 t 采用 投资 组 合 ult) 
所 拥有 的 资产 总 价值 . 称 一 投资 策略 是 自 融资 的 (self-financing), 如 果 它 满足 如 下 的 
“ 自 融 资 条 件 ”: 


d d 
T(t+1)= 2 ui(t)ri(t) + (2*(t) -J wi(t))ro(t) 
i=1 i=1 
=ro(t)x"(t)+ P(t) u(t), t=0,1,---,T-1, 
其 中 
P(t) = ((ri(t) — ro(t)), (r2(t) — rolt)), , (ra(t) — ro(t)))” - 
在 均值 -方差 准则 下 , 投资 者 寻找 如 下 意义 下 的 最 优 自 融资 投资 策略 u: 在 时 刻 T 
的 财富 的 方差 不 大 于 某 个 预先 给 定 的 水 平时 , 使 得 最 终 财富 的 期 望 达 最 大 ; 或 者 在 
时 刻 了 的 财富 的 期 望 不 小 于 某 个 预先 给 定 的 水 平时 , 使 得 时 刻 T 的 财富 的 方差 达 
最 小 , 其 数学 描述 分 别 为 : 
(P1(o)) argmaxueuE(z™ (T)) 
s. t. Var(z*(T)) <a, 
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(P2(u)) argmin,,¢y,Var(z"(T)) 
s. t. E(x*(T)) > p, 
其 中 u 表示 初始 财富 为 z(0) 的 自 融资 投资 策略 全 体 . 

上 述 两 种 不 同 表 述 可 以 统一 表述 为 : 投资 者 在 增 大 时 刻 T 的 财富 的 期 望 和 
减 小 时 刻 T 的 财富 的 方差 之 间 进 行 权 衡 . 如 果 预 先 设 定 一 权衡 系数 w e [0,co)， 
(P1(c)) 和 (P2(u)) 可 以 统一 写成 如 下 等 价 形式 (E(w)), 

(E(w)) argmax„eu Elz“ (T)] — wVar(x"(T)). 

容易 看 出 , 如 果 v 是 问题 (E(w)) 的 解 , 其 财富 过 程 为 (z*(t)), W u* 是 问题 
(P1(o)) 的 解 , 其 中 o = Var(z*(T)), u* 也 是 问题 (P2(1)) 的 解 , 其 中 u = E[z*(T)]. 

我 们 将 分 三 个 步骤 解 问题 (E(w)). 

第 一 步 , 引入 辅助 问题 (AQ, w)), 和 > 0,w > 0: 

(A(A, w)) argmax,¢,E{Az"(T) — wz” (T)°}. 
容易 证 明 : 问题 (E(w)) 的 解 集 是 问题 (AO, w)) 的 解 集 的 子 集 . 更 确切 地 说 , 如 果 
wu* 是 问题 (E(w)) 的 解 , 则 它 也 是 问题 (4(X*,w)) 的 解 , 其 中 X* = 14 2wE[zv (T). 

第 二 步 , 用 动态 规划 方法 解 辅助 问题 (AQ, w)). 由 于 该 问题 实际 上 只 依赖 参数 
7 = Š, 我 们 用 uv 表示 问题 (4( 和 ,w)) 的 解 , 其 对 应 的 财富 过 程 记 为 zv(b). 则 有 

u,(t) = —K(t)z,(t) + v(t), t=0,1,---,T-1, 
其 中 
K(t) = P(t)” E(P(t)P(t)’)~*E(ro(t)P(t)), 
T-1 A; 


vo(t)=3 ( II 多 ) E(P(t)P(t)")E(P(t)), 


j=t+1 
At = E(ro(t)) — E(P (t) )E(P(t)P(t)”)~*E(ro(t)P(t)), 
B;=E(ro(t)”) — E(ro(t)P(t)” )E(P(t) P(t)” )~*E(ro(t)P(t)). 
由 于 假定 收益 率 的 协 方差 阵 是 满 秩 的 , 即 假定 E(P(t)P(t)”) 是 严格 正定 的 , 从 而 有 
B,>0,t=0,1,---,T-1. 
第 三 步 , 确定 合适 的 y*. 将 辅助 问题 (4( 和 ,ww)) 的 最 优 解 uy 代入 满足 自 融 资 
条 件 的 财富 过 程 , 并 取 平 方 得 : 
Ty(t+1)=(ro(t) — P(t) K(t)) z(t) + P(t) vy(t), 
x(t + 1)? = [ro(t)? — 2ro(t)P(t)” K(t) + K(t)” P(t) P(t)” K(t)] x,(t)? 
+2 (ro(t) — P(t) K(t)) sy (t)P(t) v(t) + vy(t) P(t)P(t)’ v,(t), 
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等 式 两 边 取 期 望 得 


T-1 
Batt DaB +3 ( 多 jc 


j=t+1 7 
x? T-1 A; k 
E(x,(t + 1)°) = B:E (z,(t)*) + T I 3. Ct, 
其 中 
C: = E(P(t)" )E(P(t)P(t)”)~*E(P(t)). 
进一步 解 出 这 两 个 递 推 方程 , 有 
E(zy(T))= pz(0) + vy, 
E(2,(T)?)=72(0) + 57, 
Var(z-(T)) =a(y — bz(0))? + cx(0)?. 


其 中 
T-1 T-1 
p= Il At, T= II Bi, 
k=0 t=0 
T-1 : 
ra (H4 
j=k+1 
v= Ck TE ; 
ven a UB 
a=” v? b=” c=T — p? ab 
4 


U(y) = Efyz,(T) ~ 2,(T)’], 
将 上 述 时 刻 的 财富 的 期 望 和 方差 代入 原 问 题 (E(w)) 的 目标 函数 中 , 得 到 
U(y) = pz(0) + vy — wla(y — bx(0))? + cz(0)?]. 
显然 , U 是 7 的 一 个 四 函数 . 对 7 求 导数 ， 


dU 
a v — 2wa(y — bz(0)). 


最 优 的 7 一 定 满足 条 件 dU/dy = 0, BA 


* = bz(0) + ee 


2wa’ 
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最 后 , 将 y* RA w(t) 就 得 到 问题 (Elw)) 的 最 优 投资 策略 u”: 


T-1 
u*(t) = -K(t)a* (t) + 5 (b20) + =~) | II 2) (E(P(t)P(t)")"E(P(t)), 
k=t+1 


Vt=1,--- ,t=T—-2, 


u’(T —1)=—K(T-1)2*(T-1)+5 5 (b2(0) 和 San) 


(E(P(T — 1)P(T - 1) )E(P(T - 1)), 
其 对 应 的 最 终 财富 的 均值 和 方差 为 
E(z*(T))= p + by)x(0) + 


Var(z*(T)) = 二 5 + cx(0)?. 


wi 
§2.6 ”期 望 效 用 理论 


在 传统 的 微观 经 济 学 理论 中 , 一 个 基本 假定 是 : 市 场 参与 者 的 决策 是 基于 对 
商品 或 商品 组 合 的 满足 程度 的 高 低 , 其 顺序 能 用 序数 ( 即 偏好 ) 来 表示 : A > B( 或 
B $ A) 表示 ARF B. 这 一 理论 称 为 序数 效用 理论 . 设备 择 商 品 集合 为 X, 关于 
X 上 的 偏好 关系 (preference relation) 有 以 下 三 个 基本 假定 : 

(1) 完备 性 : WX 中 的 任何 两 种 商品 4 和 B, 或 者 A> B, 或 者 B > A, 或 者 
两 者 都 成 立 ; 

(2) 自 反 性 : 中 的 任何 商品 都 优 于 自身 ; 

(3) 传递 性 : 若 商品 4 优 于 商品 B, 商品 B 又 优 于 商品 C, 则 商品 4 优 于 商 
品 C. 

若 商品 4 优 于 商品 B, 商品 B 又 优 于 商品 A 则 认为 商品 4 与 商品 BA 
FH, WA A~B. 

KX 上 的 偏好 关系 > 出 发 可 以 引入 区 上 的 另 一 种 偏好 关系 >: B> AS 
A%B. B> 4 表示 BP BRT’ A. 偏好 关系 > WAL: 

(1) 反对 称 性 : WR A> B, Wl By A; 

(2) 负 传递 性 (negative transitivity): # A> B,C € X, 则 或 者 4 > C, 或 者 
C > B, 或 者 两 者 都 成 立 . 

1944 年 , von Neumann 和 Morgenstern 在 他 们 合 著 的 《博弈 论 与 经 济 行为 》 
一 书 中 研究 了 不 确定 条 件 下 的 决策 , 这 时 偏好 不 只 是 在 备 择 商 品 集合 上 有 定义 , 而 
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是 对 它们 的 不 确定 性 选择 也 有 定义 . 书 中 证 明了 如 下 结果 : 如 果 基 于 序数 效用 理论 
的 决策 者 面临 的 不 确定 性 是 用 概率 来 描述 的 , 而 且 偏好 满足 所 谓 的 “连续 性 公理 ” 
和 “独立 性 公理 ”, 那么 存在 备 择 商 品 集合 上 的 一 个 效用 函数 ,使 得 由 商品 选择 的 
期 望 效用 定义 的 数值 ( 称 为 基数 效用 ) 大 小 与 由 偏好 关系 描述 的 优 劣 顺序 有 一 一 对 
应 关系 . 详细 推导 可 参见 文献 Föllmer and Schied (2004). 更 一 般 的 结果 可 见 文献 
Fishburn (1970). 这 样 一 来 , 人 们 可 以 用 数学 上 便于 处 理 的 基数 效用 取代 序数 效用 ， 
而 决策 者 根据 偏好 选择 商品 或 商品 组 合 等 价 于 使 其 期 望 效 用 最 大 化 . 这 一 重要 结 
果 就 是 von Neumann 和 Morgenstern 在 公理 化 基础 上 建立 的 期 望 效用 理论 , CH 
不 确定 条 件 下 决策 分 析 的 数学 框架 , 是 现代 微观 经 济 学 的 基石 . 


§2.6.1 ”效用 函数 


在 用 期 望 效 用 理论 研究 金融 经 济 学 时 , 通常 把 不 确定 回报 考虑 为 备 择 集合 . 为 
方便 起 见 , 以 下 假定 市 场 参 与 者 的 效用 函数 是 二 次 连续 可 微 的 . 由 于 市 场 参与 者 财 
富 越 多 满足 感 越 大 , 因此 恒 假定 效用 函数 u 为 严格 增 的 ( 即 一 阶 导数 w' 大 于 零 ), 不 
确定 回报 W 的 期 望 效 用 即 为 Elu(W)). 经 济 学 将 市 场 参与 者 的 风险 态度 分 为 三 类 : 
风险 厌恶 (risk aversion)、 风 险 爱 好 (risk seeking) 和 风险 中 性 (risk-neutral), 即 在 确 
定性 回报 和 具有 相同 期 望 值 的 不 确定 回报 中 进行 选择 时 ,风险 厌恶 者 选择 前 者 , 风 
险 爱 好 者 选择 后 者 , 而 对 风险 中 性 者 而 言 , 这 两 种 选择 是 等 价 的 . 假定 市 场 参与 者 
的 效用 函数 为 u, 则 上 述 分 类 分 别 对 应 于 Elu(W)] < u(E[W]), E[u(W)] > u(E[W]), 
Elu(W)] = u(E[W]), 其 中 W 是 期 望 有 穷 的 任意 回报 , 但 不 是 几乎 为 一 常数 . FE 
我 们 将 证 明 : 这 一 分 类 可 以 用 效用 函数 的 二 阶 导数 u” 来 刻画 . 

设 (Q, F, P) 为 一 概率 空间 , 一 集合 A e 下 称 为 关于 PP 的 一 原子 , WHR P(A) > 0， 
YB C 4,Be 和 大 ,有 了 (B) = P(A) 或 P(B) = 0. 容易 证 明 : 一 概率 空间 (0,F,P) 是 
无 原子 的 , 当 且 仅 当 存在 一 随机 变量 , 其 分 布 是 [0,1] 上 的 均匀 分 布 . 


定理 2.11 ”假定 市 场 参 与 者 的 效用 函数 是 严格 增 的 上 四 函数 ( 凸 函数 ), 即 它 的 二 
阶 导数 小 于 零 (AFF) 则 市 场 参与 者 是 风险 厌恶 者 (风险 爱好 者 )， 反 之 , 如果 
概率 空间 是 无 原子 的 , 则 风险 厌恶 者 (风险 爱好 者 ) 的 效用 函数 必然 是 严格 增 的 
四 函数 ( 凸 函数 )， 此 外 , 市 场 参与 者 是 风险 中 性 者 , 当 且 仅 当 他 的 效用 函数 是 线 
性 函数 . 


证 明 ”首先 , 由 数学 期 望 的 Jensen 不 等 式 立刻 推 知 定理 的 第 一 个 结论 . 现在 
假定 概率 空间 是 无 原子 的 ,市场 参与 者 是 风险 厌恶 的 ,其 效用 函数 为 u, 即 对 任意 
实数 z 和 零 均值 随机 变量 X, HA Elw(z + X) < ul), 其 中 P(X 0) > 0. 设 
T2 > TZ1,P E&E (0, 1). 令 z = pr + (1 — p)Z2, X = 2114 + Tale — 2, 其 中 集合 4 的 
选取 是 要 求 它 满 足 P(4) = p, 这 一 点 是 概率 空间 是 无 原子 的 假定 能 保证 的 . 这 时 有 
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E[X] = 0, HA 
u(px + (1 — p)z2) = u(x) > Elu(x + X)| = pu(z1) + (1 — p)u(z2). 


这 表明 u 是 严格 增 的 止 函数 , 风险 爱好 者 情形 结论 的 证 明 类 似 . 此 外 , 有 关 风 险 中 
性 者 情形 的 结论 是 显然 的 . 口 

注 今后 , 在 任何 情况 下 ( 即 不 假定 概率 空间 是 无 原子 的 ), 我 们 把 具有 严格 凹 
和 严格 凸 效用 函数 的 市 场 参与 者 分 别称 为 风险 厌恶 者 和 风险 爱好 者 , 其 效用 函数 的 
边际 效用 ( 即 效用 函数 的 一 阶 导数 ) 分 别 是 递减 和 递增 的 . 


82.6.2 Arrow-Pratt 风险 厌恶 函数 


设 > 是 市 场 参与 者 的 初始 财富 , 他 在 市 场 上 投资 就 如 同 进行 一 次 博弈 , 博弈 后 
的 财富 W = z 十 X 是 一 不 确定 回报 . 如 果 W 期 望 值 为 r, 则 称 此 博弈 是 公平 的 . 
对 一 公平 博弈 而 言 , 如 果 风 险 厌 恶 者 的 效用 函数 为 u, 则 存在 非 负 实数 (W), 使 得 
E[u(W)] = u(x — 7(W)), 称 r(W) A W 的 风险 溢价 (risk premium), 它 是 风险 厌恶 
者 回避 风险 而 愿意 放弃 的 财富 值 . 而 数值 :一 x(W) 称 为 W 的 确定 性 等 值 (certainty 
equivalent), 即 风险 厌恶 者 为 达到 不 确定 回报 W 的 期 望 效用 水 平 所 要 求 保 证 的 财 
FKF. 

设 两 个 风险 厌恶 者 4 和 B 的 效用 函数 分 别 为 u A v, 称 4 比 B 更 风险 厌恶， 
如 果 对 任何 不 确定 回报 W, 有 


A(W) 2 TB(W), 
这 里 ra(W) 和 rs(W) 分 别 表示 相对 于 效用 函数 u 和 w 时 W 的 风险 溢价 . 
ÜW =r+X 是 一 不 确定 回报 , 其 期 望 值 为 z. WA 
u(W) = u(x + X) = u(x) + u'(z)X + 5" (a)X? + 0(X?). 

假定 W 的 方差 很 小 , 由 于 Elu(W)] = w(z 一 7”(W)), 我 们 近似 地 有 如 下 等 式 : 
u(x) 十 Su" (a) Var(W) + o(Var(W)) = u(x) — u'(x)n(W) + o(1(W)), 

从 而 近似 地 有 i Ma) 
ul (x 

m=z 

这 表明 : 如 果 W 的 方差 很 小 ( 即 风险 很 小 ), 则 风险 溢价 与 风险 的 大 小 成 正比 , 因此 

Pratt (1964) 和 Arrow (1965) 建议 把 —u'(x)/u' (1) 作为 绝对 风险 厌恶 的 度量 , 称 为 


绝对 风险 厌恶 函数 (absolute risk aversion function)， 又 称 为 Arrow-Pratt 风险 厌恶 
度量 , WA A(z), 即 令 


Var(W). 


= u” (x) 
A(z) = 一 ala)” 
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它 确实 给 出 了 风险 厌恶 程度 的 一 个 量化 指标 ( 见 下 面 的 定理 2.12). 
通常 把 4(z) 的 倒数 称 为 风险 承受 函数 , 记 为 T(z), 即 令 
T(z) = -50 (2.58) 
BW = z(1+X) 是 一 不 确定 回报 , 其 期 望 值 为 z. 则 相对 于 风险 厌恶 者 的 效 
用 函数 u 而 言 , 存在 非 负 实数 rR(W), 使 得 Elu(W)] = wu(z(1 一 rR(W))). 称 rR(W) 
为 W 的 相对 风险 溢价 (relative risk premium). 类 似 于 上 述 推理 , 如 果 W 的 方差 很 
小 ( 即 风险 很 小 ), 则 近似 地 有 
zu" (xz) 
~ w(z) 
我 们 把 函数 一 zu"(z)/w'(z) 称 为 相对 风险 厌恶 函数 , WA R(x), MS 
zu" (xr) 
ul(z) ` 
在 金融 经 济 学 中 最 常用 的 效用 函数 属于 双 曲 绝对 风险 厌恶 (hyperbolic absolute 
risk aversion, 简称 为 HARA) 函数 族 , 即 


TR(W) = zÍ 





| Var(X). 


R(x) = — 





(2.59) 





l1- yf az Y 
= —— > 。 
ula) = 一 [s+] o>0, (2.60) 


为 了 保证 效用 函数 是 严格 增 的 凹 函数 , 需要 适当 界定 它 的 定义 区 域 . 例如 , 47<1, 
定义 域 是 (-(1 — y)b/a, 00); 当 y > 1, 定义 域 是 (-oo,(7 - 1)b/a). HARA 效用 函 
数 的 风险 承受 函数 为 : 


T(z) = A(z)? = = + i = (2.61) 


特别 地 , 在 (2.60) 中 若 令 b = 0,a = 1, BPI BAM u(x) = 27/7; HF b=0,a= 
1 和 7 一 0, 得 到 对 数 效 用 函数 u(x) = logz, 对 数 效用 函数 的 定义 域 是 (0,co); F 
令 b=1 和 一 一 00, 得 到 指数 效用 函数 u(x) = e7, 
§2.6.3 ”风险 厌恶 程度 的 比较 

下 一 定理 ( 见 Pratt(1964)) 对 风险 厌恶 程度 的 比较 给 出 了 几 个 等 价 的 刻画 . 


定理 2.12 Ku, 和 wz 是 两 个 效用 函数 , 41 和 A. 是 其 相应 的 绝对 风险 厌恶 函 
数 . 则 下 列 条 件 等 价 : 
(1) Ai(x) > Ao(z), Yz; 





(2) uy (uz!) 是 严格 增 二 次 连续 可 微 的 止 函数 ; 
(3) 存在 严格 增 二 次 连续 可 微 的 上 四 函数 f, 使 得 wi(z) = f(w2(2)); 
(4) 对 所 有 公平 博弈 的 不 确定 回报 W, 有 om (W) > m2(W). 
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证 明 (1) > (2). 令 f(z) = wi(wz1(z)), W f 显然 是 严格 增 二 次 连续 可 微 的 ， 
且 容 易 验 证 


f°"(z) = -(Ar(y) — Aw) ay <0, 


其 中 y= uz (2), 从 而 f CMBR. > f(x) = ui(wz '(z)), 直接 推 得 (2) = (3). 

(3) > (4). RW=24+X 是 一 公平 博弈 的 不 确定 回报 , 则 由 Jensen 不 等 式 得 
u(x — m(W)) = Efu (W)] = E[f(u2(W)] < f(Efu2(W)]) = f (u2(£ — 12(W)), 
从 而 有 71 (W) > m2(W). (4) > (1) BR. 口 

§2.6.4 ”由 随机 序 定义 的 偏好 


WX AY 是 两 个 随机 变量 . KX 比 Y 一 阶 随 机 占 优 , 如 果 对 任何 zx eR, 有 
Fx(z) < Fy(x), 这 里 Fx 是 X 的 分 布 函数 . RX 比 Y 二 阶 随 机 占 优 , 如 果 对 任 
I teR, A 


/ Rx (s)ds < 小 ~ Fy(s)ds. 
BRX KY 一 阶 随机 占 优 药 含义 比 Y 二 阶 随机 占 优 . 随机 占 优 概念 的 引入 就 在 
不 确定 回报 集合 中 定义 了 偏好 关系 . 在 一 些 文献 中 把 二 阶 随机 占 优 定义 的 偏好 关系 


称 为 一 致 偏好 (uniform preference). 
下 一 定理 给 出 了 二 阶 随 机 占 优 的 一 个 刻画 . 


定理 2.13 KX 和 Y 是 两 个 实 值 的 随机 变量 . WX 比 Y 二 阶 随机 占 优 , 4A 
仅 当 对 所 有 的 ce R, A Efl- X) < Efl- Y). 


证 明 ”由 Fubini 定理 ， 


J Fx (y)dy = / i dF x (y)dy 
-00 -oo J (—o0,y] 
= f Iiz<y<qdydF x (z) 


= [ (c-2)*dFx(2) 
=E[(c — X)*}. 


下 一 定理 从 期 望 效用 角度 给 出 了 随机 序 的 刻画 . 
定理 2.14 WX AY 是 两 个 随机 变量 . 
() 和 E Y 一 阶 随机 占 优 , 当 且 仅 当 对 所 有 增 函 数 u, A Elu(X)] > E[lu(Y)]. 

(2) X 比 Y 二 阶 随 机 占 优 , 当 且 仅 当 对 所 有 四 的 增 函 数 u, 有 Elu(X)] > Elw(Y)]. 
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证 明 (1) 设 业 是 及 上 的 增 函 数 , u-! 是 其 反 函 数 , X 是 一 随机 变量 . WR 
u(X) 可 积 , 则 


0 oo 
E[u(X)] =f Pe) > x) — lļdz +f P(u(X) > x)dx 
二 一 Fx(u (7))dr + [r — Fx (u`! (x))}dz. 


由 此 推 知 (1) 成 立 . 
(2) 充分 性 . 设 X 是 一 随机 变量 . 由 Fubini 定理 有 
E[(t — X)*] = sf Tixgz]d7] = f Fx (x)dz. (2.62) 


令 u(r) = 一 (t 一 7z)+, AF u AMER, 故 充分 性 得 证 . 
必要 性 . Hu R EMR. Ou 为 4 的 右 导 数 , 则 存在 及 上 的 测度 u 
使 得 对 zx <y 有 w(x) =u'(y) + u((z, yl), 于 是 由 Fubini 定理 有 


u(z) =u(y) — w (vy — 2) — J ” J „(ddt 
aniy = u'(y)(y - 2) - f 一 ad <u 
aa 


设 随机 变量 X 比 随机 变量 Y 二 阶 随 机 占 优 , 则 对 任意 y ER, 由 上 式 和 (2.62) 式 
推 得 


Blu)Txe) =u()P(X < -wely -XH /Ble Xelas) 
>uWPY <y) -wel 7) f Ble -Y+ mae) 
=Efu(Y )Iy <y]. 


4 y 一 oo, 最终 得 Elu(X)] > Elu(Y)]. o 
下 一 命题 表明 : 如 果 市 场 中 风险 资产 的 收益 率 服从 正 态 分 布 , 则 Markowitz 的 
均值 -方差 分 析 对 风险 厌恶 者 来 说 是 合理 的 选择 . 


命题 2.15 RENZE X ALY 分 别 服从 N(m,o?) 和 N( 元 ,5?), 则 六 比 Y 二 
阶 随 机 占 优 , 当 且 仅 当 m> Mm, o? <a. 


证 明 ”必要 性 . 由 定理 2.14 知 : WR X KY 二 阶 随机 占 优 , 则 va > 0 有 


exp {-am + soo} = Ele-°*] < E[e~*”] = exp f-o + zea) $ 
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即 有 


m— Zao? >m— 508", Va > 0, 

由 此 推 得 m > m, o? < 92. 

充分 性 . 假定 有 mm > 元 ,o? <7. 则 可 以 直接 验证 : 对 任何 teR, 有 

t t 
J Fx(s)ds < / Fy(s)ds. 

依 定义 , X KY 二 阶 随 机 占 优 . 口 

下 一 命题 来 自 Folimer and Schied (2004), 这 里 对 原 证 明 做 了 一 些 修正 . 
命题 2.16 ” 设 随 机 变量 X 和 分 别 服从 N(m,o?) 和 和 (元 ,天 )) 则 ex 比 eY 


二 阶 随机 占 优 , 当 且 仅 当 o? < 52,mm 十 57° > H+ 2 特别 地 , ex 比 er 二 阶 随 
机 占 优 蕴 含 X KY 二 阶 随机 占 优 . 





证 明 ”必要 性 . 假定 ex E eY 二 阶 随机 占 优 . Y0 < a < 1 令 ualt) = 2°, W 
Ua 为 (0,00) 上 的 严格 增 四 函数 . 故 由 定理 2.14 有 


1 
exp {am + zoo) = E[ua(e*)] > E[ua(e” )] = exp {ai + zea) ， 


即 有 


1 FOORE ss 
m + 500° > M + 300%,W < a < 1. 


在 上 式 中 令 a 1 1 即 得 m+507 > fit 53. 另 一 方面 , ve > 0, & f-(x) = log(e+2), 
则 fe 为 [0, 00) 上 的 严格 增 凹 函数 , 且 对 R 上 任 一 目的 增 函 数 ww uo fe X (0,00) 上 
MASH aK, 故 由 定理 2.14 有 

E[u(X)] = lim Eluo f.(e*)] > lim Eluo fe(e”)] = Elu(¥)], 


KS X KY 二 阶 随机 占 优 , WA o? < 52. 
关于 充分 性 的 证 明 可 参见 Föllmer and Schied (2004) 或 直接 验证 : 对 任何 te R, 
有 


t t 
i Fax (s)ds < | Fey (s)ds, 


即 有 
logt logt 
f s~! Fx(s)ds <f s`! Fy (s)ds. g 
0 0 
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82.6.5 “期望 效用 最 大 化 与 风险 资产 的 初始 价格 


下 面 我 们 研究 单 期 市 场 期 望 效 用 最 大 化 和 风险 资产 的 初始 价格 问题 . 为 简单 起 
见 , 我 们 假定 市 场 中 无 风险 资产 收益 率 为 一 常数 > > 0, 另 有 一 种 风险 资产 , 其 初始 
价格 为 So, 时 刻 1 价格 为 51. 假定 某 市 场 参与 者 的 初始 财富 为 w, 他 的 效用 函数 
为 一 严格 止 的 连续 可 微 增 函 数 . 问题 是 他 如 何 进 行 投资 使 得 在 期 末 财 富 的 期 望 效 
用 达 最 大 . 设 0< A < 1, 他 用 和 Aw 的 资金 投资 于 无 风险 资产 , 用 (1 - 和)w 的 资金 投 
资 于 风险 资产 , 则 在 时 刻 1 他 的 财富 为 
(1 — A)w 


Xy = —— Si 十 Aw(1 + r). 
So 


问题 是 求 X* € [0,1], 使 得 


A* = arg ‘mox E[u(X))}. 
下 一 定理 取 自 Follmer and Schied (2004). 


定理 2.17 BES 是 一 有 界 随机 变量 . 令 R= ek 我 们 有 如 下 结论 : 
(1) WH r > E[R], W A* = 1; WẸ w((1+r)w) > Efu((1+ R)w)], W A* > 0. 
(2) 如 果 u 可 微 , 则 入 = 1, 4AM4r SER]; *=0, SARS 
E[Ru’((1+ R)w)] 
E[u’((1+ R)w)] ` 
证 明 (1) @ c= w(1 +r), X =w(1 + R), f(A) = E[u(Xy)], 则 由 Jensen 不 等 
x, 







rs 


f(A) < u(E[Xy]) = u((1 — AJE[X] + Ac), 
等 号 成 立 , 当 且 仅 当 入 = 1. WR r > ER, 则 上 式 右 端 是 和 的 严格 增 函 数 , 故 有 
At = 1. 此 外 , u 的 严格 四 性 蕴含 
f(A) > E[(1 — A)u(X) + Au(c)] = (1 — A)u(e(X)) + Au(c), 


其 中 c(X) 是 X 的 确定 性 等 值 . 如 果 RPA r, 则 上 式 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 入 =0 
或 1. 如 果 u((1+r)w) > Efu((1+ R)w)}, 即 c> dX), 则 上 式 右 端 严格 增 , 从 而 有 
à* > 0. 

(2) 如 果 u 可 微 , 则 


f+(0) = Elu'(X)(c— X)], fL(1) = u'(e)(c — E[X]). 
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从 而 A* = 1, SEANA f (1) > 0, Bl c > E[X], 亦 即 r > E[R]; X = 0, 当 且 仅 当 
f4.(0) < 0, BẸ 





E|Xu(X)] 
SEW) ， 
亦 即 
E[Ru'((1 + R)w)] 
"S EWw((1 + Rw) ` 
定理 证 毕 . 口 


下 面 从 效用 函数 观点 来 讨论 的 风险 资产 的 初始 价格 . 由 定理 2.17 知 , 对 以 效用 
函数 u 决定 偏好 的 投资 者 而 言 ,只 有 当 风 险 资产 的 期 望 收益 率 E[R] 严格 大 于 无 风 
险 资产 收益 率 rit, 才 会 考虑 在 风险 资产 上 做 一 定投 资 ; RAY 

E[Ru’((1 + R)w)] = 
E[u'((1+ R)w)| 7 


时 , 才 不 去 投资 于 无 风险 资产 . 因此 , 使 上 式 等 号 成 立 的 风险 资产 初始 价格 才 是 效 
用 函数 u 决定 偏好 的 投资 者 可 以 接受 的 合理 价格 , 它 由 下 式 给 出 : 


1 E[Siu’((1 + R)w)] 


me Ee + Ry) 


即 有 
So = (1 十 站 -1!E*[9i]， 


其 中 
de* u((1+ Ryw) 


dp Efu’((1+ R)w)] 
这 里 定义 的 P* 是 使 得 E*[R] = 7 的 概率 测度 , 称 为 风险 中 性 测度 . 





§2.7 ”基于 消费 的 资产 定价 模型 


假定 市 场 上 有 d 种 风险 证 券 , 第 ; 只 证 券 的 当前 价格 和 下 一 时 刻 的 价格 (未 
知 ) SH Si 和 Si. 令 So = (S3,---, $4)", S1 = (51,.… , 89)". 假定 市 场 中 有 许 
多 偏好 相同 的 投资 者 , 或 者 假定 市 场 中 有 一 个 代表 性 投资 者 (representative agent). 
设 他 的 效用 函数 是 u, 初始 财富 为 wo, 他 想 用 一 部 分 钱 用 于 初始 消费 , 剩余 的 钱 投 
资 于 风险 证 券 为 下 一 时 刻 的 消费 做 准备 , 他 的 目标 是 确定 初始 消费 数额 co 和 购买 
每 只 证 券 的 份额 9 = (01,--- ,0a)", 使 得 如 下 的 期 望 消费 效用 达到 最 大 : 


V(co,0) = u(co) + BE[u(cx)}, (2.63) 
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其 中 


co = Wo — 87 So, cy = wi + 47S), (2.64) 


分 别 为 初始 消费 数额 和 下 一 时 刻 确定 性 收入 wi 与 风险 资产 价值 总 和 ,0 < 8 <1 
一 (主观 ) 折 现 因子 , 它 反 映 投资 者 对 下 一 时 刻 现金 效用 打 的 一 个 折扣 , 6-1-1 也 可 
以 视 为 这 一 时 段 无 风险 证 券 的 收益 率 . 这 一 优化 问题 解 的 一 阶 必要 条 件 是 U(co, 8) 
关于 co 和 每 个 b 的 一 阶 导 数 为 0. 注意 到 cl = wi + 9r(Si 一 So) + wo — co, BH 
策略 (ch, 0) 满足 如 下 条 件 : 


w (cS) 一 PE[w ci)] = 0, (2.65) 


Siu’ (cS) = BE[w(ci)S3]， 了 = 1 ，,d. (2.66) 


从 另 一 角度 来 看 , 我 们 把 满足 (2.64) 的 (co, 0) 看 成 为 该 投资 者 的 一 个 可 行 的 消费 - 
投资 计划 , 如 果 这 一 计划 是 最 优 的 , 则 证 券 7 的 当前 价格 si 应 该 由 如 下 公式 给 
出 : 





Sf = BB ey Sil (2.67) 
这 一 公式 称 为 基于 消费 的 资产 定价 (consumption-based asset pricing). 
在 一 个 由 众多 市 场 参与 者 从 追求 各 自 期 望 效用 最 大 化 而 达到 竞争 均衡 的 市 场 
中 , 从 理论 上 讲 , 证 券 的 均衡 价格 可 以 由 代表 性 投资 者 采用 加 权 的 效用 函数 按 上 述 
基于 消费 的 资产 定价 公式 来 计算 . 但 这 一 理论 与 实际 数据 严重 背离 . 1985 年 Mehra 
和 Prescott 在 一 篇 文章 中 指出 , 基于 消费 的 资产 定价 公式 不 能 解释 美国 市 场 中 股 
票 平均 收益 率 高 于 国债 平均 收益 率 4 一 6 个 百分点 这 一 现象 , 这 一 现象 后 来 被 称 为 
“股权 溢价 之 迷 ”(equity premium puzzle), 至 今 还 未 获得 合理 解释 . 
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本 章 在 简要 介绍 金融 市 场 的 基本 概念 后 , 先 用 二 又 树 模型 解释 风险 中 性 定价 原 
E, 然后 研究 一 般 的 离散 时 间 模 型 , 给 出 了 无 套利 市 场 的 蒜 刻 画 和 欧式 未 定 权益 定 
价 , 此 外 讨论 了 期 望 效用 最 大 化 投资 策略 和 基于 效用 函数 的 未 定 权益 定价 和 市 场 均 
WERN. 最 后 研究 了 美式 未 定 权益 的 定价 . 


§3.1 基本 概念 


§3.1.1 未 定 权益 和 期 权 


未 定 权益 (contingent claim) 是 一 种 金融 产品 , 它 是 在 未 来 某 个 时 刻 或 以 前 可 实 
现 的 权益 . 如 果 未 定 权益 的 价值 依赖 于 一 个 或 几 个 标的 资产 (underlying asset), 如 
股票 , 外 汇 , 商品 , 则 也 称 此 未 定 权益 为 衍生 资产 (derivative asset). 衍生 资产 的 一 
个 典型 例子 是 期 权 (option), 它 是 基于 某 一 标的 资产 (如 股票 ) 的 一 金融 合约 . 期 权 
分 为 买 权 (call option) 和 卖 权 (put option). 买 权 的 持 有 者 有 权 (但 无 义务 ) 在 合约 
到 期 日 ( 称 为 执行 日 )(expiration date 或 maturity) 从 合约 卖方 按 约定 价 (striking 
price)( 称 为 执行 价 或 敲定 价 ) 买 一 份 标的 资产 . 只 有 当 标 的 资产 在 合约 到 期 时 价格 
高 于 约定 价 时 买方 才 会 执行 合约 . 类 似 地 , 卖 权 的 持 有 者 有 权 (但 无 义务 ) 在 合约 
到 期 日 按 约定 价 卖 一 份 标的 资产 给 合约 卖方 . 欧式 期 权 (European option) 只 能 在 期 
权 的 到 期 日 才能 执行 , 美式 期 权 (American option) 可 在 到 期 日 前 的 任意 时 刻 执行 . 
最 简单 的 期 权 是 二 元 期 权 或 数字 期 权 (binary option, or digital option). 在 一 事先 约 
定 情况 发 生 时 , 二 元 期 权 合约 在 执行 时 回报 期 权 持 有 者 一 预先 固定 数额 的 现金 (或 
股票 ), 在 其 他 情形 下 , 则 不 给 任何 回报 . 

某 些 情况 下 , 我 们 需要 选 定 一 严格 正 随机 过 程 (通常 选 某 个 特定 的 资产 价格 过 
程 ) 作为 参照 物 来 标定 其 他 资产 价格 过 程 , 这 一 过 程 称 为 计价 单位 (numeraire), 其 
他 资产 按 计价 单位 标定 的 价格 称 为 折算 价格 (defiated price). 如 果 取 银行 账户 为 计 
价 单位 , 其 他 资产 标定 的 价格 称 为 折 现 价格 (discounted price). 例如 , 假设 银行 账户 
的 连续 复 利率 为 常数 r, 股票 价格 过 程 为 (5), 则 股票 的 折 现 价格 过 程 为 (e-"tS;). 


83.1.2” 卖 权 一 买 权 平 价 关系 


假设 欧式 买 权 和 卖 权 有 相同 标的 资产 (如 股票 )、 相 同 到 期 日 7 和 相同 执行 价 
K, 欧式 卖 权 和 买 权 在 时 刻 t 的 价格 分 别 为 RB 和 Ce 假设 股票 不 分 红 , 在 时 刻 t 的 
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价格 为 Se 银行 账户 的 连续 复 利率 为 常数 ”. 考虑 如 下 两 个 投资 组 合 . AG A: 一 份 
卖 权 多 头 , 一 份 买 权 空头 . 该 组 合 在 时 刻 t 的 价值 为 P 一 Ct, T 时 刻 的 回报 为 


Pr —Cr = (K — Sr)* —-(Sr—K)*t = K — Sr 


组 合 B: 一 份 股 票 空头 , 一 份 初始 价值 为 Ke- 于 的 银行 账户 . 该 投资 组 合 在 时 刻 t 
价值 为 Ke-"\T-9 — Si, 在 最 终 时 刻 T 的 回报 为 K- Sr. 既然 两 个 组 合 A 和 B 在 
RANA T 的 回报 相同 , 那么 在 任何 时 刻 t<T 的 价值 必须 也 一 样 . 否则 , 投资 者 
可 以 卖 出 较 贵 的 组 合 而 买 进 较 便宜 的 组 合 而 套利 . 因此 必须 有 


P; — Ci = Ke "(Tt — Sy, 
这 就 是 卖 权 - 买 权 平 价 关 系 (put-call parity). 


§3.2 二叉树 模型 


常识 告诉 我 们 , 股票 价格 的 变动 是 随机 的 和 不 可 预测 的 . 但 根据 对 历史 数据 的 
统计 分 析 人 们 可 以 建立 关于 股票 价格 变动 的 一 些 模型 ， 有 两 类 模型 : 离散 时 间 和 
连续 时 间 模 型 . 最 简单 的 离散 时 间 模 型 是 二 又 树 模型 (binomial-tree model), 它 是 由 
Cox, Ross, and Rubinstein (1979) 作为 未 定 权 益 定价 的 一 个 技术 工具 而 引入 的 . 虽 
然 该 模型 与 现实 相差 甚 远 , 我 们 将 用 它 来 解释 两 个 本 质 上 等 价 的 期 权 定价 方法 : 套 
利 定价 和 风险 中 性 定价 . 

假设 市 场 中 只 有 两 种 证 券 : 一 种 是 无 风险 证 券 (如 政府 债券 ), 它 在 每 个 期 间 的 
利率 为 一 固定 常数 r: 另 一 种 是 不 派发 红利 的 风险 证 券 (如 股票 ), 其 当前 时 刻 0 价 
格 为 So. 我 们 用 Sn 表示 风险 证 券 在 时 刻 n( 即 第 n 个 期 间 末 ) 的 价格 . 假定 在 
每 个 期 间 , 股票 价格 变动 只 有 两 种 可 能 , 且 相 对 幅度 不 随 期 间 改变 , 即 存在 正 数 dv 
(d < u), 使 得 对 每 个 n> 0, 有 Sn+l = US, 或 Su+l = dSn( 见 图 3.1). 假定 这 两 种 
情形 发 生 的 概率 分 别 为 p 和 1 一 p(0 < p < 1). 为 了 市 场 中 不 存在 套利 机 会 , 必须 有 
d<lir<u. 我 们 感 兴趣 的 是 如 何 对 到 期 时 刻 为 N 的 欧式 未 定 权 益 合理 定价 , 特 
别 是 对 那些 只 依赖 股票 在 时 刻 N 价格 的 未 定 权 益 的 定价 . 


§3.2.1 HME 


本 节 只 考虑 单 期 情形 , 多 期 情形 留待 下 节 研 究 . 

考虑 一 金融 合约 E 它 在 时 刻 1( 第 1 个 期 间 末 ) 的 价值 只 依赖 于 股票 在 时 刻 1 
的 价格 : 当 股 票 价格 为 uso 时 , 它 为 Eu 当 股 票 价格 为 dso 时 , CW éa 我 们 要 研 
究 的 问题 是 : 如 何 合理 确定 合约 的 当前 价格 , 使 得 市 场 中 仍 无 套利 机 会 . 为 此 , 我 
们 构造 一 投资 组 合 , 它 由 卖 空 合约 和 买 进 ao 份 股票 构成 , 使 得 它 在 时 刻 1 的 资产 
价值 不 依赖 于 股票 在 时 刻 1 的 价格 . 显然 ao 应 由 如 下 方程 确定 : 


§3.2 二叉树 模型 . 67- 


aguSg 一 总 = aodSo — Ea, 


其 解 为 ao = < 一代 . 于 是 , 该 投资 组 合 在 时 刻 1 的 资产 x, 为 Se Me 为 了 
(u — d)So u-d 


确保 市 场 无 套利 , 该 投资 组 合 在 时 刻 0 的 价值 Xo MAA Xi/1 十 7, 因为 若 将 Xo 
投资 到 无 风险 证 券 上 , 在 时 刻 1 也 应 获得 X1. 由 此 推 得 合约 的 当前 价格 Co 为 

Co = aoso — Xo = Pte a ea ee tee es = rea 
这 一 定价 方法 称 为 套利 定价 (arbitrage pricing). 从 定价 公式 (3.1) 看 出 , 该 价格 不 
依赖 于 股票 价格 上 下 变动 的 概率 的 大 小 , 即 不 依赖 于 对 市 场 中 证 券 收 益 率 的 预期 . 
对 这 一 有 点 令 人 吃惊 现象 的 一 个 解释 是 : 对 市 场 中 证 券 收益 率 的 预期 已 经 反映 在 
股票 的 当前 价格 中 了 . 


Q q= HS 则 (3.1) 可 改写 成 





(3.1) 





Co=(1+r)-:let + (1 — gq)éal. (3.2) 


如 果 将 q 和 1 一 g 想象 为 股票 价格 上 下 变动 的 概率 , 它们 构成 状态 空间 上 一 概率 测 
度 , 记 为 P*, 则 (3.2) 表明 : 合约 的 当前 价格 Co 为 合约 的 折 现 价值 (discount value) 
在 概率 测度 P* 下 的 数学 期 望 . 由 于 gu + (1 一 9)d = 1+7, 易 知 P* 是 唯一 的 概率 
测度 , 使 得 市 场 关 于 该 概率 在 如 下 意义 下 是 风险 中 性 的 : 股票 在 这 一 概率 测度 下 的 
期 望 收益 率 等 于 无 风险 利率 r, 即 E*[(1 十 7)-151] = So. 这 一 新 的 概率 测度 称 为 风 
险 中 性 测度 , 用 (3. 2) 式 对 未 定 权益 定价 称 为 风险 中 性 定价 . 


§3.2.2 ”多 期 情形 


下 面 考虑 多 期 (multiperiod) — VARA ( 见 图 3.1). 我 们 的 目标 是 决定 时 刻 
N 到 期 的 合约 上 在 时 刻 n 的 价值 . 令 2 表示 到 N 时 刻 以 前 的 股票 价格 变动 各 
种 可 能 涨 跌 走势 的 路 径 , 它 代 表 了 股票 价格 变动 的 不 确定 性 ，Q 包含 2 个 元 素 . 





图 3.1 二 叉 树 模型 
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每 个 元 素 是 股票 价格 变动 的 一 个 可 能 路 径 . 
在 时 刻 n, A n+1 个 结 点 . 我 们 给 这 些 结 点 从 上 到 下 进行 编号 . 对 每 个 we 9 
我 们 用 w(n) 表示 路 径 w 在 时 刻 n 所 通过 的 结 点 的 序号 . > 


Qj ={wEN: wn)=j}, 1SjSn++1. 
则 nj C Rrrr, Ung j41, HA 
ww' E Qn j <> Sn(w) = Sn(w’). (3.3) 


如 果 把 每 个 结 点 看 成 原点 并 考虑 从 该 点 出 发 股票 价格 的 单 期 变动 , 我 们 就 回 到 
单 期 二 叉 树 模型 情形 . 于 是 , 由 “ 倒 向 归纳 法 ”和 重复 运用 (3. 2) 式 我 们 得 到 未 定 
权益 & 在 任何 时 刻 n =0,1,---,N 一 1 的 价值 . 确切 来 说 , 如 下 定义 Q 上 一 概率 测 
度 P: 


N- 


1 N=-1 
ilw) N— oi( 
Pa Be. wen, (3.4) 


其 中 ai(w) = 1 或 0, 取决 与 股票 价格 路 径 w 从 时 刻 i 到 时 刻 i+ 1 是 上 升 还 是 下 
降 . 我 们 用 C 表示 未 定 权 益 E 在 时 刻 n 的 价值 . 从 (3.1), (3.2) 和 (3. 3) 我 们 得 到 
ww E Qi 4> Cn(w) = Cr(w’) (3.5) 
和 
Cn = (1 +r) Cn, + (1 - NCn+1,541) (3.6) 
其 中 Cy; (w) := Caw), Vw € On. 根据 (3.3), H Sn 生成 的 o- 代数 与 由 {Qn,;, 1 < 
j<nt+1)} 生成 的 o- 代数 是 相同 的 , 并 且 有 
P* (Onti, i) =q, P*(Qn+1,5411%n,3) =1—9, 
于 是 我 们 可 以 把 (3.6) 改写 为 
Cn = (1 +r)`'E* [Cn+1lSn]. (3.7) 


因此 , 如 果 我 们 用 Fa 表示 由 序列 (5;,0 <j <n) 生成 的 o- 代数 , WHF (Cn) 
的 马 氏 性 推 得 

Cn = (1 + r) tE" [Cn41|Fn]. (3.8) 
换言之 , 未 定 权益 的 折 现 价格 序列 {(1+r)-?"(Cn), 0 <n <N} 在 p* 下 关于 (Fa) 


AR. 这 里 (1+7)-" 称 为 在 时 刻 n 的 折 现 因子 . 特别 , 从 前 一 节 的 最 后 一 段 陈述 
Al, P* 是 Q 上 唯一 的 概率 测度 , 使 得 股票 的 折 现 价格 序列 {(1 + 1r)-"(Sp), n < N} 


§3.2 “二叉树 模型 . 69 . 


在 P* FAR. 我 们 称 P* 为 风险 中 性 概率 测度 (risk-neutral probability measure) 
IRPA A (martingale measure). 
由 (3.8) 我 们 得 到 未 定 权 益 € 的 定价 公式 : 


= (1+ r) NE" [ElFn]. (3.9) 


这 一 公式 是 未 定 权益 定价 中 的 一 个 重要 原理 的 一 个 例子 , 该 原理 是 所 谓 的 “风险 中 
性 定价 原理 ”(risk-neutral valuation principle), 它 断 言 : 任何 只 依赖 股票 价格 的 未 
定 权益 可 以 在 市 场 是 风险 中 性 这 一 假设 下 来 定价 . 

假定 上 = haa f 是 一 非 负 函 数 , 我 们 将 导出 Cn 的 显 式 表 达 式 . > Tn = 
Sn/Sn—1,n=1,---,N, BABS T,,--- ,T, 在 P* 下 是 独立 同 分 布 的 , 其 分 布 
为 : P*(T = u) =q = 1 — P* (T, = d). 特别 ， swe T; 5 Fa 独立 . 因此 ， 
由 于 Sw = SnTI 417i, 由 (3.9) 利用 定理 1.11 得 到 


Cn=(1+7)-N- ae (s TI n) a 
i= I] 
sonnel (a) 
i=n+1 z=S, 


N-n 
=(1+r A 》， a ")e (1 — g) NTI f (Snudd N"), 
j 


j=0 








§3.2.3 ”近似 连续 交易 情形 


B E= f(Sr) 为 一 在 时 间 T 的 未 定 权益 . 如 果 交 易 在 时 刻 {T/N,2T/N,---} 
RE, 其 中 N 非常 大 , 关于 € 在 时 刻 0 的 价格 我 们 能 说 什么 呢 ? 为 了 回答 这 一 问 
题 , 我 们 对 依赖 NN 的 参数 wd M p 做 一 些 调整 , 使 得 当 N 趋 于 无 穷 大 时 Co 的 表 
达 式 的 极限 有 意义 . 由 于 Co 不 依赖 于 p, 对 每 个 N 我 们 取 p= 1/2. 假定 单位 时 间 
的 (连续 复 利 ) 利率 为 常数 e, 则 每 个 交易 周期 内 的 利率 为 eF. 令 j, Mo 为 两 个 
正常 数 . 如 果 我 们 选取 


wren) voy zh, ten oy a. 
则 在 时 刻 T 的 股票 价格 为 
si —Soemr{ (个 + 和 x+( 各 -入 ) w- zw] 


= So exp [ur tovr A } 
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其 中 
N-1 
XN = >> Qi, 


i=0 


ai(w) = 1 或 0, 取决 于 股票 价格 沿路 径 w 在 第 i 步 是 升 还 是 降 . 在 客观 概率 下 ,Xn 
服从 参数 为 (x, 5) 的 二 项 分 布 . 于 是 由 中 心 极限 定理 , 随机 变量 ANN 的 分 


VN 
布 收敛 于 标准 正 态 分 布 . & 








容易 看 出 , q 近似 等 于 


1 T p+ go%—r 
g== (l= — EN, 
2 N o 


因此 , SN 充分 大 时 有 0 < q < 1. 对 这 样 的 NN, 市 场 无 套利 并且 我 们 可 以 
用 q 按照 (3.4) 定义 风险 中 性 概率 P. 在 风险 中 性 概率 P F, Xy 服从 参数 为 
(N,q) 的 二 项 分 布 . 由 中 心 极限 定理 , 随机 变量 log SLY) 在 P* 下 的 分 布 近似 等 于 均 


值 为 log So + ( z 52°) T 方差 为 T 的 正 态 分 布 . 因此 , € 在 时 刻 0 的 价格 近似 
等 于 


oo -y?/2 
Co = e~"TE*[f(Sr)] = us| (Soe /le tow) pra dy. 


我 们 将 在 第 五 章 看 到 , 4 f(x) = (z -天 )+ (R f(x) = (K - z)+), 这 一 等 式 给 出 关 
于 买 权 (相应 地 , SEAL) 的 著名 的 Black-Scholes 公式 . 


§3.3 ”一般 的 离散 时 间 模 型 


下 面 我 们 转向 考虑 一 般 的 离散 时 间 模 型 , 这 一 模型 是 Harrison and Pliska (1981) 
引入 的 . 这 里 的 介绍 主要 参考 了 Lamberton and Lapeyre (1996) 书 的 第 一 章 . 


83.3.1 基本 框架 


假设 市 场 上 有 d+1 种 证 券 , 其 价格 构成 一 R- 值 非 负 随机 向 量 (S°,-.- , Sa) 
的 适应 序列 . 我 们 把 证 券 0 取 为 计价 单位 , 并 在 今后 的 讨论 中 恒 假定 59 = 1. 在 
时 刻 n 的 折 现 因子 (59)-1 WA y. RIA S 表示 在 时 刻 n 的 股票 价格 向 量 
(Si,---,S4)", 用 5 记 它 的 折 现 价格 向 量 ?Sn. 通常 情况 下 , 证 券 0 是 一 无 风险 
证 券 , 它 在 时 刻 n 的 价格 约定 为 50 = (14r), WA ba, 其 中 7+ > 0 为 它 在 单个 期 
间 的 收益 率 . 


33 ARERR 


考虑 N 期 交易 的 证 券 市 场 , 直到 时 刻 N 的 市 场 不 确定 性 由 一 概率 空间 (Q, F, P) 
表示 , 其 中 Q 表示 所 有 可 能 状态 的 集合 . OF, 为 大 的 一 子 o- 代数 , 它 代表 直到 
时 刻 n 的 市 场 信息 , 则 {三 ,,0 <n < N} 构成 Q 上 的 一 非 降 o- 代数 流 (filtration). 
为 方便 起 见 , 我 们 令 F_1 = Fo. 

一 交易 策略 是 一 列 投资 组 合 : 


o= {0,.… ,94)", 0< ng N}, 


其 中 每 个 此 表示 在 时 刻 n 一 1 投资 者 对 头寸 进行 调整 后 保持 到 时 刻 n( 但 尚未 进 
行 新 的 调整 ) 时 投资 者 拥有 证 券 i 的 份 数 . 由 于 在 时 刻 n- 1 对 头寸 进行 调整 只 能 
利用 直到 时 刻 n 一 1 的 市 场 信息 , AUR of 必须 假定 为 五 _1- 可 测 的 , 即 投资 
组 合 序列 是 一 可 料 的 d 十 1- 维 向 量 序列 . FF 99 < 0, 则 表明 卖 空 ol) 份 无 风险 证 
F Fizl, of < 0, MRAR oi] 份 证 券 i. 假定 卖 空 是 容许 的 . RNA pn 
表示 向 量 (91,… 4)", 用 p 表示 过 程 (pnjo<n<w. 于 是 我 们 有 on = (02, pn) 和 
$= (¢°, 9). 
投资 组 合 $n ENA n 的 财富 为 


d 
Vn(9$) = orsa + Pn: Sn = Ypsi , 
i=0 
其 中 “” 表 示 Re 中 的 内 积 . 折 现 财富 Valo) := ynVa(9) 为 
Valo) E oo + Pn ' Sn. 


对 一 交易 策略 (Gn) = (OR, Pn), 我 们 定义 


Gnl) := 》 PAS - 501)+ pi ASi, vigngN, (3.10) 
i=1 


i=1 


其 中 AS; = Si — Si-1. 称 (Gn) 为 与 策略 o 联系 的 累积 盈余 过 程 (cumulative gain 
process). 


一 交易 策略 (bn) = (62, pn) HA 6 he #64 (self-financing), 如 果 
GLSL + on: Sn = $94,590 + Yagi: Sn, VO<n< N-1. (3.11) 


这 表明 : 在 每 个 时 刻 n, 一 旦 价格 向 量 S, RA, 投资 者 调整 投资 组 合 时 , 既 不 追加 
投资 又 不 抽 走 资金 . 容易 证 明 (3.11) 等 价 于 


Vn($)= Volo) + Gn(d), Vi<n<N (3.12) 
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Valo) = Vol) + yi AS, VI<ngN. (3.13) 


i=l 
事实 上 , 由 (3.11) 9 为 自 融资 当 且 仅 当 
Vn($) = Gapi + Pari ` Sn, 
或 者 等 价 地 ， g _ N 
Vn+1($) — Vn (O) = pnt1: ASn+1, 
Bp (3.13) 成 立 . 类 似 可 证 (3.11) 等 价 于 (3.12). 
83.3.2 ”套利 策略 和 容许 策略 


称 一 随机 变量 上 非 负 且 非 零 , 是 指 & > 0, H PE > 0) > 0. > (dn) 为 一 自 融 
资 策略 , 称 它 为 套利 策略 (arbitrage strategy), 如 果 它 的 初始 财富 为 0, 终了 财富 非 
负 且 非 零 ; 称 它 为 容许 策略 (admissible strategy), 如 果 它 的 财富 过 程 非 负 . 下 一 引 理 
RY: 如 果 一 市 场 对 容许 策略 类 无 套利 , 则 它 对 整个 自 融 资 策略 类 都 是 无 套利 的 . 


引 理 3.1 令 pn = (L, ,94), 0<n< N, 为 一 了 Rd- 值 可 料 过 程 . 令 


Woy) =0; Wo)= >》0iAS，VI<mnseN. (3.14) 


i=1 


则 对 任何 实数 Vo, 存在 一 可 料 过 程 (99), 使 得 8 = (99, pn) 为 自 融 资 策略 , 其 初 
始 财富 为 VW, 并 且 有 Valo) = Vo + Wn(p)， 如 果 市 场 对 容许 策略 类 无 套利 , 则 
Wn(w) E L°,, HP L9 ， 表 示 非 负 且 非 零 的 随机 变量 组 成 的 凸 锥 . 特别 地 , A 
含 市 场 对 整个 自 融 资 策略 类 都 是 无 套利 的 . 
证 明 ”我 们 令 
2 =Vo—¢o-So, $L =Vo+ War-ily) — Pn: Sn-1, n>1l. (3.15) 





则 (62) 为 一 可 料 过 程 . $ on = (69, pn). 则 由 (3.15) 推 得 
nlo) = 92 + Pn: Sn 
= $9 + Pn .ASn + Yn: Sn_1 
=Vo+ Wn- (P) + Yn -ASh 


n 
=V+> yi AS, VI<n<N. 


t=1 


§3.4 ”无 套利 市 场 的 著 刻 画 .73 . 


由 于 Vo(¢) = Vo, 由 (3.13) 和 (3.11) 的 等 价 性 看 出 , $ = (¢°,--- , 91) 为 一 自 融资 策 
WS, HA Val) = Vo + Waly). 

现在 假定 市 场 对 容许 策略 类 无 套利 . & Vo = 0. WE Wr (yp) e L24, 则 如 上 构 
造 的 自 融 资 策略 o 不 可 能 是 容许 策略 . 这 时 令 


m = sup{k:P(V(G) <0) >0}, A= [Vm(¢) < 0], 
则 1< mx<N-l 且 P(4)>0. 对 1<7J<xN, 令 


0， 若 J < m， 


wo { Ia(w)pj(w)， 著 j>m, 


WW y = (加 …… on) 是 一 个 Ri- 值 可 料 过 程 , HA 


0, ij <m, 


“ee -| aO — Val), #5 >m. 


因此 , 对 所 有 je {1,---,N}, 有 Wi(w) > 0, BE A 上 有 Ww(w) > 0. 这 与 市 场 对 
容许 策略 类 无 套利 的 假定 矛盾 , 因为 (Wn(w)) 是 一 初始 财富 为 零 的 容许 策略 的 折 
现 财 富 过 程 . 因此 我 们 有 Wylo) ¢ LL. o 


§3.4 KEAT A BA 


刻画 那些 通过 测度 等 价 改变 能 够 变 成 蒜 的 随机 过 程 在 金融 数学 中 特别 有 意义 . 
Harrison and Kreps (1979), Harrison and Pliska (1981), 以 及 Kreps (1981) 研究 了 
对 证 券 价格 过 程 存在 等 价 革 测度 和 市 场 无 套利 之 间 的 关系 . 在 对 价格 过 程 做 适当 
假定 下 , 如 可 积 性 , 他 们 建立 了 某 些 基本 结果 . 正如 Harrison and Kreps(1979) 所 指 
出 的 : 期 权 定价 理论 中 的 最 重要 事实 是 对 证 券 的 ( 折 现 ) 价 格 过 程 存在 等 价 扶 测度 
蕴含 市 场 无 套利 . 幸运 的 是 , 这 一 事实 的 证 明 相当 容易 . 但 相反 的 蕴含 关系 的 证 明 
则 相当 困难 . 在 离散 时 间 和 一 般 概率 空间 情形 , 这 一 结果 的 证 明 由 Dalang, Morton, 
and Willinger (1990) 给 出 . 


§3.4.1 ”有 限 状 态 市 场 情形 


我 们 首先 假定 ? 为 有 限 集 , F AN 的 子 集 全体 , 且 对 所 有 wen, Pw} > 0. 
此 外 假定 Fo = {0,9}, E Fy = F. 在 这 些 假定 下 , 每 个 实 值 随 机 变量 只 取 有 限 多 
个 值 , 从 而 是 有 界 的 . 

下 一 定理 给 出 了 无 套利 的 刻画 . 
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定理 3.2 市场 无 套利 当 且 仅 当 存在 与 P 等 价 的 概率 测度 P* ( 即 对 所 有 w EN, 
P*({w}) > 0), 使 得 资产 折 现 价格 的 及 4- 值 过 程 (Sn)o<nsx 为 P*- BR. 


证 明 ”充分 性 . 假定 存在 与 P 等 价 的 概率 测度 P*, 使 得 (3 ) 为 P*- RR 由 定 
理 1.29 和 (3.13) RAN, 对 任何 容许 策略 (4), 其 折 现 财富 过 程 V,(9) 是 一 P*- B. 
特别 , 如 果 Volo) = 0, 则 E*[Vy(9)] = 0. 由 于 Vy (o) > 0 A P*({w}) > 0, Ww En, R 
们 必须 有 Vrlo) = 0. 这 表明 市 场 无 套利 . 

必要 性 . 假定 市 场 无 套利 . 令 





V = {Wy(~): p = ($h Of) A RI- 值 可 料 过 程 }. 


由 引 理 3.1, VO LL, = 9. 特别 , V 与 凸 紧 集 K = fz E10 ean) = i} 不 交 . 


$ K-V={e-y: ce K, y EV} 由 于 Q= {w wm} 为 一 有 限 集 , 我 们 可 
以 把 定义 在 9 上 的 随机 变量 看 成 是 R” 中 的 一 向 量 . 因此 , K-v 是 Rm 中 的 一 
闭 凸 集 , 它 不 含 原点 . 由 凸 集 分 离 定 理 ( 见 Dudley(1989), p.152 或 Lamberton and 
Lapeyer (1996), p.178), 存在 R™ 上 的 一 线性 泛 函 f, 使 得 对 某 a > 0, 有 f(x) > 
ayre K-V. 由 于 VV 为 Rm 的 线性 子 空间 , 我 们 必须 有 f(x) = 0,Yz € V, 以 及 
f(z) > a >0,Va € K. 这 表明 存在 (Aw)) en 使 得 (i)Yz € K, 5 和 (w)z(w) > 0;(ii) 
Vz EV, 于 A(w)z(w) =0. H (i) SI Alw) >0,Vw EQ. 令 ý 


Alw) 


Yaw) 


w'EQ 


则 P* 与 P Str, A (ii) 知 , 对 任何 RY 值 可 料 过 程 y， 


P*({w}) = 





E* p> Pj: AS; = E*[Wy(¢)] = 0. 


j=l 
因此 , 根据 定理 1.31, (Sn)o<nsN 为 一 P*- BH. 口 
83.4.2 “一般 情形 : Dalang-Morton-Willinger 定理 


现在 转向 一 般 概率 空间 情形 . 这 时 我 们 仍然 有 无 套利 市 场 的 默 刻 画 . 这 一 结果 
来 自 Dalang, Morton, and Willinger (1990), 通常 称 为 资产 定价 基本 定理 (fundamental 


theorem of asset pricing). 


| 定理 3.3 ”市 场 无 套利 , 当 且 仅 当 存在 一 与 P 等 价 的 概率 测度 P* E (Sn )ocncn | 





§3.4 ESET HBA ae: 









为 一 P*- BR. 这 时 可 选取 P* 使 得 它 关 于 P 的 Radon-Nikodym 导数 dP*/dP AFH. 
特别 地 , 对 一 无 套利 市 场 , 空间 (9, F, P) 上 的 任意 给 定 的 实 值 随机 变量 X, 存在 
一 等 价 拷 测 度 P, 使 得 X KT P* 可 积 . 


定理 3.3 中 的 概率 测度 P* 称 为 市 场 的 等 价 鞭 测度 . 一 般 说 来 , SOPRA 
唯一 . 

注意 在 定理 3.3 中 对 价格 过 程 的 可 积 性 未 作假 定 . 定理 中 条 件 的 充分 性 的 证 明 
与 定理 3.2 类 似 , 故 从 略 . 定理 中 条 件 的 必要 性 的 原 证 明 主 要 基于 概率 论 中 的 “可 
测 选择 定理 ”. Schachermayer (1992), Kabanov and Kramkov (1994), Rogers (1994) 
等 先后 给 出 了 其 他 证 明 . 下 面 我 们 介绍 Kabanov and Stricker (2000) 给 出 的 一 个 简 
单 证 明 . 

首先 准备 几 个 引 理 . 


引 理 3.4 $ (m) 为 一 Ri- 值 随机 变量 序列 , 使 得 7 := liminf |m] < co. 则 存在 


一 列 Ri- 值 随机 变量 (En) 使 得 对 所 有 w 序列 (E(w) 收敛 , EX (mn(w)) 的 一 个 
子 序列 . 





证 明 ”不 妨 假 定 d = 1, 否则 依次 考虑 每 个 分 量 ， 令 7(0) = 0, 以 及 7(k) = 
inf fn > r(k-1): lsl -al< i}. 令 Ge = nen. WEA Cy 是 一 实 值 随机 变量 , H 


sup, [k| < oo. &€=liminf¢,, a(0) = 0, UR a(k) = inf fn > a(k—1): |Gr—é| < 


计 Put En = Catn). 则 序列 (En) 满足 要 求 . o 
下 一 引 理 在 文献 中 称 为 Kreps-Yan( 分 离 ) 定理 ， 它 由 Yan (1980a) 和 Kreps 

(1981) 分 别 对 p = 1 情形 和 p = co 情形 独立 建立 . Ansel and Stricker (1990) 发 现 

Yan (1980a) 给 出 的 证 明 对 1 < p < oo 情形 也 适用 . 这 里 我 们 只 考虑 1 <p< co 

情形 . 

引 理 3.5 #1 < p< oo,lp+l/d=1 > (0,F,P) 为 一 概率 空间 , K 为 

L := PR, F, P) 中 的 一 凸 锥 , 包含 -LY 假定 K 在 L? 中 闭 , 则 下 列 两 个 条 件 

等 价 : 

(五 mm 于 ={0}; 

(2) 存在 一 与 PP 等 价 的 概率 测度 Q，dQ/dP e LI, 使 得 对 所 有 £ € K, 有 了 of <0. 


WA (1)=>(2). 假定 (1) 成 立 . 由 于 LY 为 Ze 的 对 偶 , 根据 Hahn-Banach 分 
离 定 理 , 对 任 一 ze L3,z 关 0, 存在 z: € L9, 使 得 










Elzzé] < Elzzz], VE € K. 
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由 于 0e 天 且 天 为 一 个 锥 , 我 们 必须 有 Elzzz] > 0, H supgex E[zzé] < 0. 另 一 方 
面 , 由 于 对 任何 a > 0, fo := -all:。<ol E K, 我 们 必须 有 zs > 0, a.s.， 因 为 不 然 的 
话 导致 矛盾 : 


Jim, Elzzéa] = Jim, aElzz | = oo. 


& O = {0 : 0 € 14, supge x E[Oé] < 0}. 则 © 非 空 .定义 b= sup{P(O > 0) : 6 € O}, 
并 选取 0, E O 使 得 P(O > 0) 一 > 


= 0 
0=) 2 一 
1+ ||Onllo 


WeeLt, HP@>0)=b. 我 们 将 证 明 必 有 b= 1. 为 此 假设 < 1. 选取 bgee 
使 得 P(O>0)=b. 2 A=[0 =0]. AF P(A) > 0 H Ia € L, TURE 0 ee， 
与 I, 对 应 ( 即 有 % = z1), 使 得 E[I49] > 0. 特别 , 我 们 有 P > 0] A) > 0. & 
n=0+6,Wne OH P(n>0)>P(O>0)=b. 这 与 b 的 定义 矛盾 . 最 后 , 如 果 取 
be O, 使 得 P(9 > 0) = 1, 并 用 Q = cb.P 定义 一 概率 测度 Q, 其 中 c = Efo, 则 满 
足 要 求 . 于 是 (2) 成 立 . 

(2)=>(1). 假定 (1) 不 成 立 . MEE €c K HM Eoas. , H P(t >0)>0. 因 
此 , 对 任何 与 PP 等 价 的 概率 测度 Q, 必须 有 Eol{é&] > 0. 这 表明 (2) 不 成 立 . 口 


引 理 3.6 $ (En) 为 定义 在 一 概率 空间 (0,F,P) 上 的 实 值 随机 变量 序列 . 则 存 


在 一 与 P 等 价 的 概率 测度 P, 其 Radon-Nikodym 导数 dP'/dP AF, 使 得 每 个 如 
为 P- 可 积 . 

证 明 我们 选取 一 正教 序列 (an) 使 得  P(I&n| > an) < 00. 令 An = [lén] > 
an]. 由 Borel-Cantelli 引 理 , RIJA P(An,i.0.) = 0. 这 表明 对 几乎 所 有 w, 存在 整 
数 N(w), 使 得 对 所 有 n > Nw), RANA |En(w)| < an. 于 是 如 果 令 cn = (2"an)-1 
Al X= È cnlénl, 则 X < œ, a.s. . WẸ Y =e-*% MP =cy.P, 其 中 c = E[Y], 
则 P 满足 要 求 . 口 

下 面 我 们 用 O(c) 表示 初始 财富 为 z 的 所 有 自 融 资 策 略 全 体 . 


定理 3.3 之 证 ”由 引 理 3.6, 必要 时 改变 概率 测度 , 我 们 可 以 假定 Sn 都 是 P- 
可 积 的 Ri- 值 随机 变量 . 令 


Ki = {VN(¢): $ € B(0)), 


并 令 KK= (Ki 一)nL, 其 中 L 记 所 有 Fu- 可 测 的 实 值 随机 变量 全 体 . 注意 对 
$ € (0), RANA Vy(6) = WN(w). 于 是 由 K 的 定义 和 引 理 3.1, 无 套利 假定 蕴含 


§3.5 ”欧式 未 定 权 益 定价 .77. 


Kı OL, = {0}. 因此 , KN L} = {0}. BR, K 包含 -LY. 如 果 我 们 能 证 明 K 在 
L 中 是 闭 的 , 则 由 引 理 3.5, 存在 一 与 P 等 价 的 概率 测度 Q, 其 Radon-Nikodym 导 
数 dQ/dP AH, 使 得 对 所 有 £ e K, Egle] < 0. 由 于 KNAL 为 L! 的 线性 子 空间 ， 
我 们 必须 有 Eolé] = 0, VE € Ki OL}. 特别 , 对 任何 有 界 可 料 过 程 pn = (h ,94) 


N 总 = 
(0 <n < N), RITA Eo p Yi- a3 =0. 从 而 (Sn) 为 Q- B. 


AF K = (Kı - LL) AL, ATER K Æ L PA, PRR UE K- Lh 按 
概率 收敛 是 闭 的 . 我 们 将 采用 归纳 法 来 证 . 

首先 对 N = 1 情形 来 证 明 . 假定 pAs -r° > Cas. ,其 中 ot 为 Fo- WH, 
Hrer. RGR as. 收敛 的 Fo- 可 测 随机 变量 序列 gk, 以 及 Fe Lo, 使 得 
GAS -7 > Cas. . 

40, e Fo 0 的 一 有 限 划 分 . 显然 我 们 可 以 分 别 把 每 个 mi 看 作 测 度 空 间 ( 考 
虑 随机 变量 和 o- 代数 的 限制 ) 来 讨论 . 令 o := liminf let]. 在 集合 N := { 由 < co} 
上 , 利用 引 理 3.4, 我 们 可 以 取 Fo- 可 测 的 ok ERE we, ow) A of) 
的 一 收敛 子 序列 . 于 是 , 如 果 mi 为 满 测 度 , 则 可 以 找到 e 而 达到 目的 . 

假定 P(M) < 1. TE M := { = 0} 上 我 们 令 g? := 47/107], h? := r?/l¢?l, 
并 注意 到 grA5 — h? 一 0 as. . 由 引 理 3.4 可 以 找到 Fo- 可 测 的 gt 和 Ak, 使 得 对 
每 个 we Q2， 苏 (w) (相应 地 , Ak(w)) 为 好 (w) (相应 地 , h?(w)) 的 一 收敛 子 序列 . 用 
责 (相应 地 , fy) 记 其 极限 , 在 Q 上 我 们 得 到 GAS, = h, 其 中 hu 为 非 负 . 因此 ， 
由 无 套利 假定 , 在 Q。 LA HAS, = hi = 0. 

由 于 页 = ( 负 (1),… ,g1(d)) 4 0, 可 以 把 Q2 分 成 d 个 不 相交 子 集 03 e Fo% 
些 子 集 可 能 是 空 集 或 零 概 集 ), 使 得 在 Y Egli) 40. BM OP := ot — B"H, 其 中 
Br 在 Qi 上 的 定义 为 pn := 好 (i 让/ 抽 (i). WE 9。 上 有 GRAS; = 好 AS1. 既然 知道 
在 上 对 一 切 n, prli) = 0, 我 们 在 每 个 o 上 用 序列 8? 重复 上 述 步骤 . BR, 经 
过 有 限 步 后 , 我 们 构造 出 所 要 的 序列 . 


假定 结论 对 N - 1 成 立 . 令 PAS, 一 rn + Cas. ,其 中 G8 Fin 可 测 ， 


Br" eL. 基于 删除 序列 of 的 非 零 分 量 的 同样 推理 和 利用 归纳 假设 , RIH $! 

Frk 代替 OP 和 mn 使 得 GF as. WK. 这 表明 问题 经 过 N-1 步 化 为 了 单 期 问题 . 
定理 中 的 最 后 一 个 断言 是 引 理 3.6 的 直接 推论 . 口 
注 ”定理 3.3 可 以 推广 到 无 穷 期 限 情形 , I Scharchermayer (1994). 


§3.5 ”欧式 未 定 权 益 定价 


风险 中 性 定价 
下 面 我 们 假定 市 场 无 套利 , 即 存在 市 场 的 等 价 蒜 测度 . + M 表示 市 场 的 等 价 
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PW REA. 执行 时 刻 为 N 的 一 (欧式 ) 未定 权益 是 一 Fy- 可 测 随机 变量 , 它 表 
示 在 未 来 时 刻 N 可 实现 的 权益 . 通常 假定 未 定 权益 非 负 . 
一 未 定 权 益 E 称 为 可 复制 的 (replicatable)， 如 果 存 在 一 容许 策略 , 使 其 在 时 刻 
N 的 财富 等 于 &, 这 时 复制 的 容许 策略 的 折 现 财富 过 程 (Va) 在 任 一 等 价 蒜 测度 
P* FARRER, 从 而 为 局 部 蒜 . 由 于 它 非 负 , Mit AR ( 见 推论 1.30). 这 时 对 任 
一 等 价款 测度 P*, 有 : 2 
Vn = E’*[é|Fn), 
其 中 E* 为 对 应 于 P* 的 期 望 算 子 . 特别 有 
Vo = E* (él, (3.16) 
因此 , 将 该 未 定 权 益 (其 价格 过 程 定义 为 (Vn) 作为 一 个 新 的 风险 资产 添加 到 市 场 
中 , P* 仍然 是 扩大 了 的 市 场 中 的 一 等 价 蒜 测度 , 从 而 市 场 无 套利 . 复制 上 的 容许 策 
略 的 初始 财富 就 等 于 按 公式 (3.16) 给 出 的 Vo, 它 是 未 定 权益 的 一 个 无 套利 价格 ， 
它 不 依赖 等 价 扶 测度 P* 的 选取 . 
设 上 为 任 一 未 定 权 益 , 如 果 存 在 一 适应 的 非 负 序列 (Vn), 使 得 Vr = &, 并 且 把 
E 视 为 一 个 新 的 风险 资产 , 加 入 原来 的 市 场 , (V,) 作为 它 的 价格 过 程 , 市 场 仍然 无 
套利 , 则 称 Vo 为 上 的 一 个 无 套利 价格 . 这 时 必然 存在 一 P* e M, 使 得 VW 由 公式 
(3.16) 给 出 . 
WE 为 任 一 未 定 权益 , 我 们 用 T(E) 表示 & 的 无 套利 价格 全 体 . > 
M(E) = {P* : P* € M, E*[@] < oo}. 
WA 
I(E) = {E*[é] : P* € M(é)}. 
I(E) 显然 为 R 上 的 一 区 间 , 因为 ME EPH. 
我 们 令 
Tsup() = Pe Pi Tint (€) = 了 (3.17) 


下 一 定理 取 自 Follmer and Schied (2004). 


定理 3.7 设 & 为 一 未 定 权 益 . WR 上 可 复制 , 则 & 的 无 套利 价格 是 唯一 确定 的 ， 
它 等 于 E, 其 中 P* 是 任 一 等 价 默 测度. 如 果 € 不 可 复制 , 则 有 Tinel) < reup(6)， 


且 有 





II(6) = (mine (€), Tsup(E)). 
证 明 ”第 一 个 结论 在 前 面 讨论 中 已经 说 明 . 为 证 第 二 个 结论 , 只 需 证 明 : 对 任 
Kon = E*[Ă e I(E), 存在 m,m € (6), 使 得 m < r < mo. 详细 证 明 见 Follmer 
and Schied (2004). o 


§3.6 ”期 望 效用 最 大 化 和 欧式 未 定 权益 定价 : RAT .79. 


一 无 套利 市 场 称 为 完全 的 (complete), 如 果 每 个 未 定 权 益 E 都 是 可 复制 的 . 
下 一 定理 给 出 了 市 场 完 备 性 的 一 个 刻画 , 它 最 早 由 Willinger and Taqqu (1988) 
建立 . 


定理 3.8 ”一 无 套利 市 场 是 完全 的 ， 当 且 仅 当 等 价 拷 测度 唯一 . 这 时 概率 空间 
(9, 下,P) 必然 是 纯 原 子 的 , 且 原 子 个 数 有 限 . 特别 地 , 完全 市 场 中 的 每 个 未 定 权 益 


都 是 有 界 的 . 


证 明 BE SEP 唯一 . 由 定理 3.7 知 , 市 场 是 完全 的 . 此 外 由 定理 
3.3 知 , 所 有 实 值 随机 变量 关于 P* 可 积 , 从 而 (Q, F,P) 必然 是 纯 原 子 的 , 且 原 子 个 
WAR. 反之 ,如果 市 场 中 等 价 蒜 测度 不 唯一 , MA QQ s M 和 4 e F, 使 得 
Q1(4) # Q2(A), 则 由 定理 3.7 知 , 未 定 权 益 SLI 是 不 能 复制 的 ,因为 它 的 无 套利 
价格 不 唯一 . 口 





§3.6 ”期 望 效 用 最 大 化 和 欧式 未 定 权 益 定价 : BATE 


本 节 研 究 离 散 时 间 情 形 下 期 望 效 用 最 大 化 问题 ， 内容 来 自 Li, Xia, and Yan 
(2001), 采用 的 途径 是 Karatzas, Lehoczky, Shreve and Xu (1991) 中 引入 的 蒜 方 法 . 
作为 应 用 , 研究 了 基于 效用 函数 的 欧式 未 定 权 益 定 价 和 市 场 均衡 定价 . 

假设 市 场 上 有 d+1 种 证 券 , 其 价格 构成 一 Ra+1- 值 非 负 随机 向 量 (59,…… , Sd)7 
的 适应 序列 . 我 们 把 证 券 0 取 为 计价 单位 , 并 在 今后 的 讨论 中 恒 假 定 59 = 1. 在 时 
Al n 的 折 现 因子 (99) WA Bn. 


§3.6.1 “一般 效 用 函数 情形 
假定 某 市 场 参与 者 初始 财富 为 w, 他 的 效用 函数 为 一 严格 凹 的 连续 可 微 增 
PAR: u: (D,, 00) — R, -co < D < co, 满足 


7 =a ti 1 pea 7 =k I _ 
u (Ds lim u (z)=00, u'(oo)= lim u'(x) = 0. 


函数 u 的 反 函 数 记 为 工 : (0,00) 一 (Du,oo), 它 是 严格 降 的 连续 函数 . Hu HH 
性 , 我 们 有 如 下 不 等 式 : 


u(I(y)) > u(z) + yl (y)- z], Va>Dy, y>0. (3.18) 


我 们 用 U2 表示 初始 财富 为 2 > 0 的 容许 策略 全 体 , (W,(y)) 表示 容许 策略 Y 
所 对 应 的 财富 过 程 . 则 对 每 个 等 价 鞭 测度 Q， (Va(w)) 为 Q 局 部 著 , 从 而 为 Q- e 
( 见 推论 1.30). 我 们 所 关心 的 问题 是 如 何 选择 容许 策略 ,使 得 在 期 末 财 富 的 期 望 效 
用 达 最 大 . 
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我 们 分 别 讨论 Du > -co 和 Du = -co 这 两 种 情形 . 
首先 考虑 Du > —co 情形 . 对 一 给 定 的 初始 财富 z > 0, 我 们 令 


W3(Du)={v: Y E Vs, Vw(y) > Du}. 
我 们 考虑 期 末 财 富 的 期 望 效 用 最 大 化 问题 : 


arg ， [u(Vn (4))] - 


全 P ARORA. 对 Qe P, RI zer R 
IER. > 
Pn={QEP: |E[PnZ2I(yBnZe)]| < 00, Vy € (0,00)}, n=0,1,---,N. 
假定 每 个 Pa IES. 对 n=0,1,…,N MQEPn, > 
X2(y)FE [guZQT(y6Z8)] 0< y< co， 
则 容易 看 出 XQ 为 从 (0,00) 到 (DuEg[Pn], 00) 之 上 的 严格 降 连续 函数 , 其 反 函数 
VL AM (DuEQ[Gn], 00) 到 (0,00) 之 上 的 严格 降 连续 函数 . 我 们 定义 
€2(r)=1(Y2(x)BaZ2), 0< ng N, QE Pn, ze (DuEolBn),o0). (3.19) 
可 以 看 出 , X y e Wz(Dy),QEP, (BnVa(v)) 为 一 Q- $, 且 由 (3.18) 和 (3.19) 有 
E [uteg (2))] > Elu(Vw(w))], VQ E Pw, Y E V5(D,). (3.20) 
如 果 存 在 概率 测度 Q* e Py 和 一 交易 策略 Ù E 亚 ;(Du), 使 得 Eg (x) = Vn), 则 
由 (3. 20) Sal, 作为 最 优 容许 策略 . 由 于 ZS 被 CL (x) 唯一 确定 , 这 样 的 Q* 是 唯一 
的 . 此 外 , 由 (3. 20) RI, Q* 满足 
E [u68 (x))] > E[wER(@)], ve € Pw. (3.21) 
如 果 Du = -oo, > 


,二 d 
P'S{QEP: 2 € L?(9, Fy, P)}, 


{yy : Y E WZ, BaVa(y) E LQ, Fn, P), O<n< N}, 
并 假定 P' 非 空 , 则 对 y e U2,Q e P', 容易 证 明 (4,Va(v)) 为 一 Q- BM. 这 时 考 
KEP’ (TIE P) 中 的 蒜 测 度 和 相应 的 PL (而 非 Pa) 以 及 Gz (而 非 W2(D,)). RUF 
D, > -oo 情形 , 可 以 看 出 : 如 果 存 在 概率 测度 Q e Pl 和 一 交易 策略 Y e U2 使 
得 EF (z) = Vn (D), W bE Gs 中 的 最 优 策略 , A Q* 满足 


E [ueg (z))| >E u(éR (2))] ，YQ EPW. (3.22) 





Fal, 则 (22) 为 一 严格 
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§3.6.2 HARA 效用 函数 及 其 对 偶 情 形 
下 面 假定 (59) 是 确定 性 函数 , 从 而 (8r) 亦 如 此 . 考虑 HARA 效用 函数 : 


1 

一 (TY — 1), <0, 
U,(2) = aK ) 7 

log z, y= 0. 


WF u=U,,(7 <0), 我 们 有 Du = 0， Helse HAP, =P, n=0,1,---,N. 
4 §= ==] € 10, 1), 则 对 y <0, ie steel. 于 是 有 


2(Z2) 75 


SO) = BEZIT 


n=0,1,---,N. 


对 HARA 效用 函数 uv = Uy, WR y <0 (或 7Y= 0), 与 (3.22) 相应 的 不 等 式 是 如 下 
的 (3.23)( 相 应 地 , (3.24)): 


E[(28%)| > E [Z9], vee. (3.23) 
Ellog ZĘ] > Eflog Zg], VQeP. (3.24) 


定义 3.9 ” 设 概 率 测度 Q 关于 P 绝对 连续 . 

dP, dP 
To(P) = Eg E log A . 

称 Io(P) A Q KF P H3 ( relative entropy); 

(2) 对 ô € (0,1), > 


Hs(Q,P)=Ee (3) = Ep |(28)5]  ds(Q, P)£2(1 - Hs(Q,P)). 


分 别称 Hs(Q,P) 和 ds(Q,P) A Q 关于 下 的 56 阶 Hellinger 积分 和 Hellinger- 
Kakutani 距离 . 


对 HARA 效用 函数 u = U,(y < 0), 由 前 一 节 的 结果 知 , 如果 存 在 概率 测度 
Q* € P 和 一 交易 策略 Y E 亚 :(D,) 使 得 EF (2) = Vv (9), Wd 是 最 优 的 , 且 有 如 下 
结论 : 

(i) X} u = Un, (7 < 0), Q* 关于 P 的 5 阶 Hellinger-Kakutani 距离 在 了 P 上 达 
最 小 , 即 有 ds(Q*,P) = gpipds(Q,P), 其 中 6 we + 5+ a= 2K 
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(ii) 对 u(z) = logz，Q* 关于 P WHALE P 上 达 最 小 , 即 有 Ju-(P) = 
min Ig(P). 


下 面 考虑 如 下 形式 的 效用 函数 : 


一 (1 一 7z)y， 7 <0, 


I 


-e", 7 =0. 


W,(z) = { 


由 于 (Why(z)) = -z(y < 0), 我 们 称 W, 是 U, 的 对 偶 效用 函数 . 对 于 Wy, 我 


们 有 ae 
1 1-27 
df y<0 , -| y<0 


=00 ae — log z, Y=0. 





mR 7 < 0, 则 有 Ps=P，n=0,1,…,N; 如 果 y=0, 则 有 Py={Q@eP: 
[Ip(Q)| < co}. © sa. 则 3 + > =1, 5€ [0,1). 
如 果 y < 0 (相应 地 , y = 0), 用 CQ&(z) (相应 地 , m8(z)) 代替 £8(z), 由 (3.19) 有 


1 Bn — yx (ZQ) 





Ra) = 元 


对 效用 函数 Wy(z), WR y < 0 (或 7 = 0), 与 (3，22) 相应 的 不 等 式 是 如 下 的 
(3.25)( 相 应 地 , (3.26)): 


+ E[Z2 log ZÌ] — log ZÊ. 


E[(28) | <E [zp], ver, (3.25) 


E[Zy log ZR ] < E[Z¥ log Z$], VQ € Py. (3.26) 


因此 , 如 果 存 在 概率 测度 Qi e P 和 一 交易 策略 hy E W2(D,,) WE ER (z) = Vivo), 
则 如 是 最 优 的 , A Qi XF P 的 5 阶 Hellinger-Kakutani 距离 在 P 上 达 最 小 ， 
即 有 

ds(P, Qï) = min ds(P, Q), 


其 中 5 满足 了 + = 1; 如 果 存在 概率 测度 Q < P 和 一 交易 策略 加 e G2 使 得 
ER (z) = Vn (f2), 则 do 是 最 优 的 , 且 Qs 关于 P 的 相对 炳 在 PN 中 达 最 小 , 即 有 


To(Q3) = min p(Q). 
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§3.6.3 ”基于 效用 函数 的 未 定 权 益 定价 


在 第 二 章 中 , 对 单个 风险 资产 和 单 期 模型 情形 , 我 们 从 投资 者 的 效用 函数 出 发 ， 
给 出 了 投资 者 可 以 接受 的 风险 资产 初始 价格 , 进而 构造 出 一 个 风险 中 性 测度 . 下 面 
我 们 将 进一步 给 出 一 般 的 理论 结果 . 

为 简单 起 见 , 我 们 仍 考 虚 单 期 模型 . 设 市 场 中 存在 一 无 风险 资产 和 d 种 风险 
资产 , 其 在 0 时 刻 的 价格 分 别 记 为 ro 和 r = (zn,.….,74), 其 中 ro = 1, 并 记 
元 = (n,n) € 有 4+1， 此 外 , 1 时 刻 的 价格 分 别 记 为 50 和 S = (S1,...,84), 其 中 
S =1 +r, Hid S= (50,5), 它 为 d+1 维 非 负 随机 向 量 . 

某 市 场 参 与 者 在 时 刻 0 持 有 的 投资 组 合 记 为 € = (€°,€) = (6°, €1,...,€%), E 
表示 持 有 第 i 种 资产 的 份额 . 因此 , 这 位 投资 者 的 初始 投资 金额 为 T.E, 时 刻 1 的 
WEA €-S. 市 场 称 为 无 元 余 的 (non-redundant), MR 


E- S =0, P-as. => €=0. 


ER HHS SH NB iF h RARR a 决定 , 初始 
财富 为 w, 那么 他 的 最 优 投资 策略 是 使 得 期 末 财 富 的 期 望 效用 达 最 大 : 


注意 到 立 严 格 单调 增 , 如 上 最 优 解 必然 满足 元 < = w. HS u(y) = U((1+r)(y+w)), 
Du 具有 严格 四 和 严格 增 性 质 , 且 仍 为 一 效用 函数 . 再 令 


Y=S/(l+r)-7, S(D) = {€ € RÎ|E -Y € D,P-a.s.}, 
其 中 D A u 的 定义 域 , 则 原来 的 期 望 最 大 化 问题 转化 为 下 述 无 约束 的 最 优化 问题 : 
arg max Blu(é -Y)}. (3.27) 
如 果 市 场 是 无 元 余 的 , 则 此 最 优化 问题 至 多 有 一 个 解 . 


下 一 定理 来 自 Follmer and Schied (2004). 由 于 定理 的 证 明 比 较 复 杂 , 我 们 不 
在 此 给 出 . 


定理 3.10 ”假定 市 场 是 无 元 余 的 . 若 效 用 函数 u 满足 如 下 两 个 条 件 之 一 : 
(1) D =R, HRM u LAF; 


(2) D = [a,œ0),a < 0, H Elu(€-Y)] < co VE € S(D), 
那么 最 优化 问题 (3.27) 有 解 , 当 且 仅 当 市 场 无 套利 . 





Su 连续 可 微 时 , 下 一 定理 给 出 这 个 最 优 解 所 满足 的 一 阶 必要 条 件 , 并 由 此 确 
定 一 个 等 价 的 风险 中 性 测度 . 
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定理 3.11 BÆ u 连续 可 微 , 且 对 任 一 上 e S(D),u( 上 .Y) TR Re 为 问题 
(3.27) 的 一 最 优 解 , 且 满足 如 下 两 个 条 件 之 一 : 
(1) D=R, HRM u 上 有 界 : 

(2) D = [a,œ0),a < 0;€* 为 S(D) HAAR, 

则 w'(é* .YY)|Y| 可 积 , 且 有 如 下 的 一 阶 条 件 成 立 : 


Elu'(é* -Y)Y] = 0. 


这 时 , w (EY) 也 可 积 , 且 如 下 定义 的 概率 测度 P 
dp* _ w(é*:Y) 
dP Elw'(é*:Y)] 

为 一 与 P 等 价 的 风险 中 性 测度 . 

证 明 XT EE 5S(D),e € (0,1], 令 & = c£ + (1—e)é*, 并 定义 


Ay oY) 


由 u 的 四 性 知 , He <6, AA. > As, 从 而 当 se 上 0, 
Ae T u'(&* -YNE - E) Y. 
由 假设 可 知 Al € LI (P), 所 以 由 单调 收敛 定理 可 得 
0 > E[A.] 1 Elu'(€é* - Y)(€ — €*) - Y). 


特别 地 ， 上 式 右 端 的 期 望 有 穷 . 由 假设 可 知 & 为 S(D) 的 内 点 , 所 以 在 上 式 中 令 
n= E- E 推 知 对 取 值 于 Rs 原点 为 中 心 的 小 球 内 的 7 有 


Elu'(€* -Y)n- Y] <0. 


用 -n 代替 7 HER Efu (E - Y)Y] = 0. 
由 于 P* 为 风险 中 性 测度 等 价 于 E*[Y] = 0, 定理 中 的 最 后 结论 显然 . 口 
这 样 一 来 , 在 一 个 无 套利 市 场 之 中 , 利用 投资 者 的 效用 函数 我 们 可 以 直接 构造 
出 一 个 等 价 蒜 测度 P*, 而 且 使 得 dP*/dP AHR. 设 一 个 市 场 参与 者 具有 指数 效用 函 
数 u(x) = 1 一 e-%*,a > 0, 不 失 一 般 性 我 们 可 以 假设 对 任意 的 € e 了 Rd, Elu- Y) 可 
积 (否则 由 引 理 3.6 和 用 有 理 值 策略 晕 近 知 , 可 以 引入 等 价 概率 测度 P, 使 得 dB/dP 
AF, A Efu- Y) < co). 由 定理 3. 9 我 们 可 以 如 下 构造 等 价 鞭 测度 Pe 
OPS. eV). cere 
dP Ew- Y) Efe- Y] 
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从 而 完成 该 市 场 中 各 类 资产 的 定价 . 

上 式 定义 的 概率 测度 P* 在 这 个 无 套利 市 场所 对 应 的 等 价 鞭 测度 族 P 中 占有 
特殊 的 地 位 , 它 被 称 为 原始 概率 测度 P 的 Esscher KR, 而 且 它 能 够 最 小 化 关于 P 
IAB (LEX 3.7), 也 即 P* 是 如 下 最 优化 问题 的 唯一 解 : 


arg min H;(P). 
Pep 


§3.6.4 ”市场 均衡 定价 


从 微观 经 济 学 角度 来 审视 金融 市 场 , 我 们 会 发 现 外 生 给 定 一 个 定价 规则 是 不 恰 
当 的 , 市 场 中 各 种 资产 及 未 定 权益 的 价格 应 该 是 市 场 内 生 决 定 的 . 具体 而 言 , 金融 
市 场 中 的 资产 价格 是 由 市 场 特性 ( 如 市 场 总 供给 水 平 ) 以 及 市 场 参与 者 的 个 人 偏 
好 、 对 市 场 的 主观 预 估 等 因素 相互 作用 的 结果 . 所 以 我 们 有 必要 从 市 场 出 发 , 寻找 
这 个 “内 生 的 ”定价 规则 , 使 得 在 这 个 定价 规则 下 , 不 仅 市 场 参 与 者 个 人 的 期 望 效 
用 得 以 最 大 化 , 而 且 同 期 市 场 的 总 供给 等 于 总 需求 , 从 而 达到 市 场 均 衡 . 

下 面 以 简单 的 单 期 模型 为 例 研 究 均衡 定价 问题 . 

设 (O,F,P) 为 一 概率 空间 , 用 以 描述 市 场 在 时 刻 1 的 不 确定 性 , L?(Q, F,P) 
表示 实 值 随机 变量 全 体 , 用 以 表示 在 时 刻 1 所 有 可 能 的 未 定 权 益 . 考虑 市 场 参与 者 
的 有 限 集合 A 和 容许 权益 的 凸 集 X. 假设 参与 者 a c A 在 时 刻 0 持 有 一 初始 课 
(endowment), 在 时 刻 1 可 获得 折 现 回报 Wa, WETA 1 的 市 场 总 供给 为 W = 
Laca Wa. 每 个 市 场 参 与 者 可 以 按照 自身 的 效用 函数 wo 改变 初始 配置 , 以 期 在 未 来 
时 刻 1 的 获得 一 个 未 定 权 益 Xa E X 达到 期 望 效用 最 大 化 , 这 样 就 产生 了 时 刻 1 市 
场 的 总 需求 DacaXa . WREE (Xa)aca C X 满足 市 场 出 清 (market clearing)( 即 
总 供给 等 于 总 需求 ) 条 件 , 我 们 称 配 置 (X。)oea 是 可 行 配置 . 

在 我 们 的 市 场 模型 中 ,把 任 一 严格 正 的 期 望 等 于 1 的 随机 变量 yp 称 为 一 个 
定价 密度 (price density) 或 定价 核 (price kernel), 因为 通过 它 可 以 定义 一 个 定价 测 
度 P* = p.P, 来 确定 一 个 定价 规则 : 对 未 定 权 益 X, 通过 折 现 了 的 未 定 权益 X, 定义 
E*[X] = E[pX] 为 未 定 权益 X 在 时 刻 0 的 价格 . 这 时 , 参与 者 a 的 预算 集合 (budget 
set) 为 : 


Ba(p*) = {X € XN L'N, F, P) : Ely" X] < Ely* Wal}, 
这 里 不 等 式 Elp*X] < Elp*W.] KAM HH R (budget constraint) 条 件 . 


定义 3.12 PREPARE w* 连同 可 行 配置 (X。)oea 构成 一 个 Arrow-Debreu 均衡 ， 
如 果 对 于 每 个 acA, Xa 为 如 下 最 优化 问题 的 解 : 





Elwa(Xa)l. 
sl mar [tta(Xa)} 
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+ me xX, 是 上 述 最 优化 问题 的 解 ， 且 EE[u(X。)] < co, WHF Baly*) 为 
RA va AFRE, Xa 是 唯一 解 . 如 果 进 一 步 假定 X = LQ, F, P) RX = 
L9 (Q, F, P), 则 Elp* al = 下 [po* Wa]. 


定义 3.13 + 









A= {à € [0,1]4l : Bacada = 1}, 


其 中 |4| 表示 A 中 元 素 的 个 数 . 则 A 为 一 个 凸 紧 集 . 对 于 任意 给 定 的 和 e A, 考 
虑 如 下 加 权 平 均 最 优化 问题 
满足 argmaxU*(X) = Lac AM Blua( Xa)] 
EacAXa = W. 
若 一 个 可 行 配置 (X。)。ea 是 如 上 最 优化 问题 的 解 , 则 称 它 为 X- 有 效 的 . 
下 一 定理 表明 , 在 一 定 的 假设 下 , 市 场 中 存在 Arrow-Debreu 均衡 . 


定理 3.14 ”假设 对 于 每 个 市 场 参与 者 ac A 满足 


lim sup zu} (7) < 00, Efu,(W/|A|)] < œœ. 
x0 


E E[W] < œ, 那么 该 市 场 中 存在 Arrow-Debreu 均衡 . 

在 下 面 的 证 明 中 , 我 们 将 利用 如 下 引 理 , 其 证 明 见 F6llmer and Schied (2004). 
引 理 3.15 ”在 定理 3.14 的 条 件 下 有 如 下 结论 : 
(1) 对 于 任意 的 Ae A, 存在 唯一 的 \ 有 效 配置 (XA)oeA. 


(2) 一 个 可 行 配置 (Xo)ce4 Æ A- 有效 的 , 当 且 仅 当 它 关 于 某 个 定价 密度 y 满足 
如 下 一 阶 条 件 : 





Aau4(Xa) Sp, HERS [Xa > 0] 上 等 号 成 立 ，vVa e A. 
这 时 ， (Xa)aca 就 是 À- 有 效 配 置 (Xà)aca, 而 且 p 可 取 为 


9 = max Xavua(Xa)- 


(3) 对 于 每 一 个 ae A, XÀ 是 如 下 最 优化 问题 的 解 : 
max Efļua(X)]), Xİ ÆE[X] < 下 [办 Ta]. 


定理 3.14 的 证 明 ”由 引 理 3.15(1) 的 结果 可 知 , RE A, 使 得 相应 的 
定价 密度 > 和 和 有效 配 置 (X2)oea 满足 


E|[¢* XÀ] = El¢’W,], Va € A, (3.28) 
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那么 p* 连同 (X^)oea 构成 了 一 个 Arrow-Debreu 均衡 . 如 若 不 然 , 我 们 考虑 如 下 
映射 g(A) = (ga( 和 ))oeA: 


go = e+ gjy “Ble Wa ~ Xa) 


其 中 


V=x(1+W), «=max sup rui,(z) < oo， 
a€ A 0<zrg1 


Boul (Xa)Xa < V € Li(P). 引 理 3.13(2) 保证 了 galà) > 0, 从 而 g(A) € A. Hg 
的 定义 知 , 任何 g 的 不 动 点 均 满 足 条 件 (3.28), 从 而 构造 得 到 了 一 个 Arrow-Debreu 
均衡 . 

因此 为 证 定理 , 我 们 只 需 验证 映射 g 存在 不 动 点 . 而 依据 泛 函 分 析 中 的 Brouwer 
不 动 点 定理 , 我 们 只 需 证 明 9 是 连续 的 .从 而 取 一 列 (An) CAA 一 AE A, 记 
Xn = X^ yn = pxn. 引入 随机 变量 


F= max ug “(W/IAl) € L(P), 


则 vA cA, A <F, 从 而 有 
Wapn <S Won < WF, XnYn S Won < WF. 
另 一 方面 ， 
WF <|A|Flweat max u,,(1) -W € L! (P). 
因此 , 车 有 pn D o, Xn D X, 则 由 控制 收敛 定理 知 g 的 连续 性 得 证 . 
下 面 我 们 只 证 pn > p>, 类 似 可 证 X。 > X>. 
W A ul, WARA, 考虑 如 下 连续 映射 f : A x [0, +00] 一 [0, +00]: 
FO) = 》 ATY). 
acA 


任意 取 定 A, 则 函数 f(A,-) 在 [0, oo] 上 连续 , HE (a( 和 ),b()) 上 严格 单调 递减 ， 
其 中 
a( 入 ) = max lim aun (z) > 0, b(A) = max Agu, (0+) < +00. 


WA, 4 y< alà) 时 , 有 f(A y) = oo, 当 y > MA) 时 , 有 f(A, y) = 0. 因此 , 对 任意 
的 初始 财富 w, 存在 唯一 的 yò e (alà), b(A), 使 得 


f(A, y`) =w. 
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这 样 , 结合 [0, +00] 的 紧 性 , 对 于 序列 (An), 存在 一 个 子 列 (An, ), 使 得 Any) =w 
的 解 yp := yx 收敛 到 极限 yoo E lalà), b(A). 而 由 f 的 连续 性 知 


f(a, Yoo) lim, SAn Ye) 二 上， 


所 以 有 > = Yoo. 
同时 由 XA 为 期 望 效用 最 大 化 的 解 可 知 , 其 具有 以 下 形式 : 


Xe = I Age"). 


从 而 W = f(A, o>), 进而 px"x 几乎 处 处 收敛 于 p*. 定理 证 毕 . 口 

这 样 一 来 , 在 满足 定理 3.13 条 件 的 市 场 之 中 , 我 们 就 可 以 利用 Arrow-Debreu 均 
衡 定价 密度 o 给 出 所 有 非 负 未 定 权益 的 合理 价格 . 特别 地 , 假设 该 市 场 中 存在 一 个 
无 风险 资产 和 d 个 风险 资产 , 其 在 时 刻 t = 1 的 价格 分 别 记 为 5" 和 Stl <ic<d. 
如 果 由 yp* 给 出 的 价格 向 量 (E[e*S9],E[o*S1],…… ES 恰 等 于 事先 给 定 的 常 
值 向 量 r = (m0,71,… ,xd), 那么 概率 测度 Pt 成 为 一 个 等 价 风险 中 性 测度 , 其 中 
dP* /dP = yp*. 此 时 均衡 定价 和 套利 定价 方法 给 出 的 资产 价格 相互 吻合 . 此 外 , 依照 
经 济 学 的 观点 , 金融 市 场 中 的 无 风险 利率 同样 应 该 由 市 场 内 生 决 定 . 类 比 于 如 上 均 
衡 定价 的 思路 , 我 们 也 可 以 借助 上 述 模型 的 推广 , 得 到 均衡 意义 下 的 内 生 利 率 . 较 
之 套利 定价 方法 , 均衡 定价 的 优势 在 于 后 者 不 再 受到 市 场 完 备 与 否 的 限制 , 因此 适 
用 范围 更 加 广泛 . 


§3.7 ”美式 未 定 权益 定价 


下 面 讨 论 美式 (American) 未 定 权益 的 定价 .与 欧式 未 定 权益 不 同 的 是 , 美式 
未 定 权 益 在 合约 到 期 之 前 的 任何 时 刻 都 可 执行 . 一 般 说 来 , 到 期 时 刻 为 N 的 美式 
未 定 权益 可 用 关于 (三 ,)- 适应 的 非 负 随机 变量 序列 (Zn) 描述 , Za 表示 若 在 时 刻 n 
执行 合约 所 获得 的 权益 , 即 合约 的 卖方 向 买方 付 给 Zn 例如 , 对 于 股票 的 美式 买 权 
( 卖 权 ), Zn = (Sp 一 天 )+( 相 应 地 , Zn = (K 一 5%)+ ), 其 中 Sn 为 股票 在 时 刻 n 的 价 
格 , K 为 期 权 合约 的 约定 价格 或 执行 价格 (exercise price). 本 节 研 究 美式 未 定 权益 
的 对 冲 和 定价 . 


83.7.1 ”完全 市 场 中 卖方 的 超 对 冲 策略 


现在 假定 市 场 是 完全 的 , P* 为 唯一 的 等 价 蒜 测度 . > Un 表示 美式 未 定 权 益 在 
时 刻 n 的 卖方 价格 , 则 Un = Zy. 如 果 合 约 卖方 要 确保 他 能 在 时 刻 N 一 1 回报 
ZN-1 和 在 时 刻 N 回报 Zy, 则 我 们 应 定义 


UN-1 = max(Zv-1,6v-1E* [Zn |Fv-i)). 


83.7 “美式 未 定 权益 定价 - 89 . 


由 归纳 法 得 : 对 n =0,---,N—1, 
Un = max( Zn, BnE* [yn+1Un+1|Fa]). (3.29) 

由 定理 1.34(Snell B48) 得 到 
定理 3.16 H (3.29) 定义 的 随机 序列 (六 )o<nsw 为 Pr LR. 它 是 从 上 控制 序 





列 (Zn)ocnen 的 最 小 P*- ERR. 


一 消费 -投资 策略 (bn, cn) 是 一 交易 策略 (加 ) 连同 一 适应 非 负 序列 (cn), co = 
0, 使 得 
Pn+1' Sn = Pn’ Sn — Cn, O0<n<N-l, (3.30) 


其 中 cn 表示 在 时 刻 n 取出 的 财富 量 用 于 消费 . 消费 - 投资 策略 (yn,cn) 在 时 刻 n 
的 财富 仍 记 为 Vale) = pr: Sn. 这 时 它 的 折 现 财富 过 程 (Wh) 为 一 P*- LR. 容 
易 看 出 (3.30) 等 价 于 


n—l 
Vn(¢) = Vo(¢) + Gn($) — X cj, 1<n<N. (3.31) 
j=l 
MEB T 的 Doob 分 解 容易 看 出 , 存在 一 消费 - 投资 策略 (bn, cn), E Valo) = Un 
对 所 有 0 < n < N 成 立 . 显然 , 这 一 策略 超 对 冲 (super-hedging) 美式 期 权 , 即 对 一 
切 0<n<N, Valo) > Zn. 另 一 方面 , 如 果 一 消费 - 投资 策略 (8, cn) 超 对 冲 美式 
期 权 (Zn), 则 显然 有 : 对 一 切 0 < n <  N， 仅 (办 > Un. 这 表明 由 (3. 29) 定义 的 随 
机 序列 (Un) 在 所 有 超 对 冲 策略 的 财富 序列 中 是 最 小 的 . 显然 , Uo 是 美式 未 定 权 益 
卖方 可 以 接受 的 价格 , 它 由 下 式 给 出 : 


Uo = sup E*[Z,], (3.32) 
TET 


其 中 T ÆR {0,1,---,N} 的 停 时 全 体 . 
一 实数 r 称 为 美式 未 定 权益 (Zn) 的 无 套利 价格 , 如 果 它 满足 如 下 两 个 条 件 : 
(1) FEAF r ET A m enZ), 使 得 x <n’, 其 中 Z) 是 在 停 时 r 的 
欧式 未 定 权 益 Zr 的 无 套利 价格 全 体 ; 
(2) 不 存在 停 时 ~ eT 使 得 对 所 有 r e H(2-) E r<. 


83.7.2 ”完全 市 场 中 买方 最 优 停止 策略 和 无 套利 定价 


现在 继续 假定 市 场 是 完全 的 , P 为 唯一 的 等 价 蒜 测度 . 美式 未 定 权 益 (Zn) 的 
KAE T 前 的 某 个 停 时 7 执行 合约 所 得 回报 Z, 可 以 看 成 是 在 停 时 r 的 欧式 未 
定 权益 . 我 们 也 可 以 把 它 转化 为 通常 的 到 期 时 刻 为 N 的 欧式 未 定 权 益 : 用 财富 Z 
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在 7 时 刻 买 资产 0, 到 时 刻 N 的 财富 为 《= ESL. 则 E 是 一 个 欧式 未 定 权益 , 其 


无 套利 价格 为 E'A = E*[Z,]. 从 定理 1.34(Snell 包 络 ) 知 , 为 了 使 得 在 执行 时 刻 7 
获得 的 未 定 权益 Z, 价值 最 大 化 ,最 优 执行 时 刻 + 可 以 取 为 : 


7 = inf{j > 0: U; = Zj}, (3.33) 


其 中 (Un) 如 (3.29) 定义 . 这 时 过 程 (Dn,0 < n < N) ABR. 事实 上 , 任何 使 得 
WL (Torn, 0 <n < N) 为 一 舱 的 停 时 o 都 是 最 优 执行 时 刻 , 只 不 过 上 述 定义 的 7 
是 最 优 执行 时 刻 中 最 小 的 停 时 . 这 时 买方 在 最 优 执行 时 刻 r 获得 的 未 定 权 益 Z 的 
无 套利 价格 E [Z] 正好 就 是 美式 未 定 权益 卖方 可 以 接受 的 价格 Vo， 因此, 在 一 完 
全 市 场 中 , 由 (3. 32) 定义 的 Uo 是 美式 未 定 权 益 (Zn) 的 唯一 无 套利 价格 . 


83.7.3 ” 非 完全 市 场 中 美式 未 定 权 益 的 无 套利 定价 


现在 假定 市 场 不 是 完全 的 . BW (Zp) 为 一 美式 未 定 权益 , 我 们 假定 在 任意 等 价 
HWE Q F, 每 个 Zn 关于 Q TR. 
RAR EMG (Zn) 的 无 套利 价格 全 体 组 成 的 集合 记 为 I"(2). + 


Ug = sup EQ[2,], 
TET 


a = Q — i; Q 
Tup(Z) gent Up ’ Tine (Z) = Bou Uo 1 (3.34) 


可 以 证 明 ( 见 Féllmer and Schied (2004)): 如 果 nge(Z) < 73,,(Z), W He(2) 为 一 ， 
端点 为 r&r(Z) 和 xa,,(2) 的 实数 区 间 , 它 不 含 上 端点 re (2), 但 可 以 含 或 不 含 下 
端点 nhs(2). (Z) 可 以 是 单 点 集 . 

一 美式 未 定 权 益 (Zn) 称 为 可 达 的 , 如 果 存 在 一 停 时 r e 和 一 自 融 资 策略 ， 
其 财富 过 程 (你 ) 满足 Va > Zn, Yn 和 V, = Z,. 这 时 , 交易 策略 p 称 为 (Zn) 的 对 
冲 策略 . 可 以 证 明 ( 见 文献 Follmer and Schied (2004)): (Zn) 是 可 达 的 , 当 且 仅 当 
ne(Z) 为 单 点 集 , 或 者 等 价 地 , 79,,(Z) € Ie(2). 


SOR WEA Ito 随机 分 析 


本 章 将 简要 介绍 鞭 论 和 It6 随机 分 析 . 首先 我 们 介绍 连续 时 间 随 机 过 程 的 基本 
概念 , 四 类 基本 过 程 ( Markov LEE. B, Poisson 过 程 和 Brown 运动 ) 的 定义 和 基 
本 性 质 , 其 中 包括 连续 局 部 下 靳 的 Doob-Meyer 分 解 , EE RRRA ER ARE 
差 过 程 . 然后 我 们 介绍 可 测 适应 过 程 关 于 Brown 运动 的 随机 积分 , 并 介绍 一 些 有 
关 It6 微 积分 的 有 用 工具 , 如 It6 公式 、Girsanov 定理 和 扶 表 示 定 理 . 最 后 简要 介绍 
了 It6 随机 微分 方程 、 Feynman-Kac 公式 和 倒 向 随机 微分 方程 . 本 章 内 容 基 本 上 是 
自封 的 , 少数 结果 省 略 了 证 明 , 想 要 了 解 这 些 证 明 的 读者 可 参阅 Karatzas 和 Shreve 
(1991) 以 及 Revuz 和 Yor (1999). 


84.1 连续 时 间 随 机 过 程 


在 本 节 中 , 我 们 先 介 绍 随机 过 程 的 一 些 基本 概念 , 然后 介绍 连续 时 间 下 的 四 类 
基本 过 程 : Poisson 过 程 、Markov 过 程 、Brown AzA Rk. 


84.1.1 ”随机 过 程 的 基本 概念 


简单 地 说 , 一 随机 过 程 就 是 一 族 随机 变量 {Xt e A}, 它们 定义 在 同一 概率 空 
间 (0,F,P) E, 其 中 A 为 一 时 间 参 数 集 . WR A 为 R= (—co, 00) 的 一 个 区 间 , 那 
么 称 (Xi) 为 连续 时 间 随 机 过 程 . 对 一 固定 的 we Q, 定义 在 A 上 的 函数 上 一 Xw) 
称 为 随机 过 程 (X,) 的 一 样本 轨道 . 如 果 两 个 随机 过 程 (X) 和 (XD 的 几乎 所 有 轨 
道 相同 , 则 称 过 程 X 和 X' 无 区 别 (indistinguishable). 一 过 程 称 为 右 连 续 ( 左 连 
续 ) 过 程 , 如 果 它 的 几乎 所 有 样本 轨道 为 右 连 续 ( 左 连续 ). 一 过 程 称 为 右 连 左 极 过 
程 , 如 果 它 的 几乎 所 有 样本 轨道 右 连 续 且 有 左 极限 . 

设 (Xe) 和 (Xi) 为 两 个 随机 过 程 , 如 果 对 一 切 t AX, = Xj, a.s., WX MX’ 
互 为 版 本 (version). 

设 (Xz) 为 一 随机 过 程 . 对 任意 有 限 序 列 (ti)i<icn HO<th <te<:-<t,< 
oo, n 个 随机 变量 {X,,,… ,Xi,} 的 联合 分 布 称 为 过 程 X 的 n- 维 分 布 . 如 果 过 程 
(Xi) 的 所 有 有 限 维 分 布 均 为 正 态 分 布 , 那么 我 们 称 (Xi) A Gauss 过 程 或 正 态 过 程 . 

称 一 及 4- 值 的 过 程 (Xi) 为 独立 增 量 过 程 , 如 果 对 所 有 的 0< to < th <… < 如 ， 
Xto Xt 一 Xto,… Xin 一 Xt,_， 相互 独立 ， 容易 看 出 : 为 要 一 Rİ- 值 的 过 程 (Xe) 
为 独立 增 量 过 程 ， 必须 且 只 需 对 任意 0 < s < t， X-X 与 FX 独立 ,其 中 


.92. BH WEA tô 随机 分 析 


FX =o(Xu,u < 8). 

称 一 独立 增 量 过 程 是 时 齐 的 , 如 果 对 任何 s > 0 和 所 有 的 t > 0, Xes 一 Xi 与 
Xs 一 Xo 同 分 布 . 

下 面 假 设 时 间 参 数 集 A AR, = (0,00) R [0,7]. 考虑 一 完备 概率 空间 (0, F,P). 
我 们 称 F 的 一 族 单调 增 子 o- 代数 (Fi) 为 c- 代数 流 . 流 F = (Fi) 称 为 完备 的 , 如 
果 概 率 空间 (0,F,P) 本 身 是 完备 的 , AF 包含 一 切 P- SRR. Fit F 既 完备 又 
右 连续 ( 即 N F = Fe 对 所 有 的 t 成 立 ), 则 称 OF 满足 通常 条 件 , 或 称 IF 为 通常 


o- 代数 流 “一 完备 概率 空间 (QF, P) 连同 一 通常 0- 代数 流 (五) 称 为 带 流 的 概 
率 空 间 或 随机 基 , WH (0,F, (F), P). 

设 (Q, F, (Fe) P) 为 一 随机 基 , (S,S) 为 一 可 测 空间 .， (Xt) 为 定义 在 (0,F,P) 
上 的 一 S- 值 随机 过 程 . 如 果 对 每 个 t, Xe 为 Fe 可 测 , 则 称 (Xi) 为 (三 )- 适 应 过 
#2. 如 果 Xi(w), 看 作 (t,w) 的 S- 值 函数 , 为 BR) x F- 可 测 , 那么 就 称 X ETA 
过 程 . 

设 (Xi) 为 一 定义 在 完备 概率 空间 (Q, 大,P) 上 的 随机 过 程 . 对 每 个 t, > F 表 
WE (Xss <t) 和 所 有 下 中 的 零 概 集 生成 的 o- 代数 , 称 (Fi) 为 过 程 (Xi) 的 自然 
o- 代数 流 或 自然 流 . 

设 (2,F, (Fr), P) 为 一 随机 基 , (X) AEM (0,F,P) 上 的 一 Ra- 值 随机 过 
F. 如 果 对 每 个 te Ry, X 限制 在 [0,4] x Q EW B((0,t]) x Fe- 可 测 , 则 说 是 
循序 可 测 的 . 循序 可 测 过 程 是 适应 过 程 . 容易 证 明 : 右 连续 ( 左 连续 ) 适应 过 程 为 循 
序 可 测 过 程 . 


§4.1.2 Poisson 过 程 和 复合 Poisson 过 程 


下 面 我 们 将 建立 一 个 数学 模型 , 用 以 描述 相继 在 离散 时 刻 发 生 的 事件 , 而 事件 
间 的 等 待 时间 是 随机 的 . 排队 顾客 的 到 达 , 电话 交换 台 收 到 的 呼叫 , 一 个 城市 的 交 
通 事故 等 都 是 该 类 事件 发 生 的 例子 . 我 们 考虑 排队 顾客 的 到 达 . 设 &;,i = 1,2,--- 
为 一 列 等 待 时 , 假定 它们 为 独立 同 分 布 随机 变量 , 服从 参数 为 和 的 指数 分 布 . 令 


$0=0, =Y & n>1, 


i=1 


oo 
No 一 0, N: = X ,Tod(Sn)， t > 0. 
n=1 


则 Ni 为 (0, ¢] 内 的 顾客 到 达 数 目 . 对 每 个 t, Ni 为 取 整 数值 的 离散 随机 变量 , 过 程 
(Ni) 为 右 连 续 增 过 程 . 


84.1 ”连续 时 间 随机 过 程 


N: 的 分 布 是 什么 ? 由 于 5,, 的 密度 函数 为 Atle t(n- 1)!,t > 0, BA 


P(N: = n) =P(Sn <t< Sn+1) 三 P(Sn < t) 一 PSnt < t) 
A” i n—-1,—Au Anti n, — Àu 
— | ue ““du—- ue “du 
“J0 0 





n! 


k=n k=n+1 


因此 N, 服从 参数 为 At 的 Poisson 分 布 . 

可 以 证 明 如 上 构造 的 随机 过 程 (Ne) 具有 如 下 性 质 : 

(1) (Ne) 为 齐 次 独立 增 量 过 程 ，No = 0; 

(2) Ni 一 Ns 服从 参数 为 A(t 一 s) 的 Poisson 分 布 . 
一 具有 上 述 两 条 性 质 的 过 程 (和 Ni):>o 称 为 强度 为 和 的 Poisson 过 程 . 称 A 为 强度 
的 原因 是 区 间 (0, 1] 内 的 期 望 到 达 数 (E[N,] = Xt) 与 区 间 长 度 成 比例 , 而 和 是 比例 
常数 . 

设 (Nt) 为 一 Poisson 过 程 , 其 强度 为 和 . $ (U;)j21 为 一 列 独立 同 分 布 可 积 随 
机 变量 , AS (Ne 独立 . 记 U; 的 相同 分 布 为 F. > 


Nt 
C: = 5y Uj. 
j=1 
我 们 称 (C) 为 到 达 率 为 、 跳 分 布 为 F 的 复合 Poisson 过 程 . C, 的 特征 函数 为 


e(u) = Ele} = F Yel iu D j= Ui | N 





= k| P(N: =k) 


co 


= rom Ke 一 和 (和 Xt) 大 
-> (he F(dz)) 一 一 全 一 


-em 人 Í (et 一 DPdo) 上， uER. 
R 
& Sj 表示 Poisson WH (Ni) 第 7 次 跳 的 时 间 . 则 可 以 将 Ct ESA 


oo 
Cr = > U;Iis; <4]: 
j=1 


在 表达 式 中 U; 为 第 j 次 跳 的 幅度 . 如 果 对 所 有 j AU; = 1, BARA Poisson 过 
程 退化 为 Poisson 过 程 . 
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§4.1.3 Markov 过 程 
设 (S,S) 为 一 可 测 空间 . 一 S- 值 (五 )- 适应 过 程 (X) 称 为 状态 空间 为 8 的 
(连续 时 间 ) Markov 过 程 , 如 果 对 所 有 的 s<tMAcS, A 
PLX: EA | Fs| = P[X: EA | Xs], a.s.. 
如 果 (Fi) 为 (Xi) MARR, 那么 容易 证 明 该 性 质 等 价 于 如 下 性 质 : 对 ti <t < te, 
A, E 0(X5,8 <t1) 和 42 E€ o(X,,s > t2), 
P(A, Ae | Xz) = P(A; | Xi)P(Az | Xz). 
后 者 刚好 为 Markov 性 的 数学 表述 : 在 已 知 当前 状态 下 , 过 去 与 未 来 是 统计 上 独立 


的 . 如 果 状 态 空间 S 由 可 数 个 状态 组 成 , ASA S 的 所 有 子 集 形成 的 集 族 , 那么 
Markov 过 程 也 称 为 Markov 链 . 


转移 概率 


现在 我 们 仅 考虑 状态 空间 为 Rd 的 Markov 过 程 . 称 关 于 0 < s 和 bzeRdBe 
B(R*) 的 函数 P(s,2;t,B) 为 转移 概率 , 如 果 它 具有 如 下 性 质 : 

(1) 对 固定 的 s,t 和 x, P(s,2;t,-) 为 B(R4) 上 的 一 概率 测度 ; 

(2) 对 固定 的 s,t 和 B, P(s,-;t, B) 是 B(R4)- 可 测 的 ; 

(3) P(s, 7; s, B) = TB(z)i 

(4) X} s < u < t A Be B(R*), 有 所 谓 的 Chapman-Kolmogorov 方程 : 


P(s,2z;t, B) =| P(u, y;t, B)P(s, x; u, dy). 
Rd 
设 (Xi) 为 一 Markov WE, P(s,2;t,B) 为 一 转移 概率 . 如 果 
P(s, Xs;t, B) = P(X; € BIX,), a.s., 


或 者 更 符号 化 些 ， 
P(s,2;t, B) = P(X; € BIX, = 2), 
RATE P(s, z;t, B) 为 (Xi) 的 转移 概率 . 如 果 进 一 步 地 P(s, x; t, -) 有 一 关于 Lebesgue 
测度 的 密度 p(s,2;t,y), A 
p(s, 2;t,z) = 人 plu, y; t, z)p(s, x; u, y)dy, 


则 称 p(s, z;t,y) 为 (Xi) 的 转移 密度 函数 . 
设 (Xi) A— Markov WH, 其 转移 概率 为 P(s,2;t, B). 称 过 程 为 时 齐 的 , MR 
WHER s<tMh>0,4 


P(s,2;t,B) = P(s+h,x;t+h, B). 
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这 时 可 以 令 
P(t, x, B) = P(0, x;t, B), 

也 称 P(t, £, B) 为 (Xt) 的 转移 概率 . 

扩散 过 程 

设 (Xi) 为 一 Markov 过 程 ， 其 转移 概率 为 P(s, zx;t, B) 称 它 为 扩散 过 程 , 如 果 
对 任何 s > 0, P(s,2;t, B) 满足 如 下 三 个 条 件 : 

: 1 . _ 0， 
(1) lime|s ig ER P(s,2; t, dy) = 0; 


(2) 存在 一 Ri- 值 函 数 Ms,z) 使 得 
1 | _ 
lim [ow — 2)P(s, £; t, dy) = b(s,2); 
(3) 存在 一 d x d 和 矩阵 值 函数 a(s, x) 使 得 


lim 一 - fat — x)(y — x)’ P(s, x; t, dy) = a(s, z). 
函数 b 和 a 称 为 扩散 过 程 (Xe) 的 系数 . b 称 为 漂移 向 量 ,a 称 为 扩散 矩阵 . a 是 对 
称 非 负 定 的 . 如 果 (Xe) 是 时 齐 的 , BWA b 和 a 不 依赖 时 间 参 数 t. 

对 每 个 上 > 0, 扩散 过 程 (X) 有 一 相应 的 二 阶 微分 算 子 


i$ a? $ a 
At = 7 2 aik(t, z) 02,02, + 2 bi(t, 7) Bz, 


WR (X) 是 时 齐 的 , WAF A 不 依赖 t ,从 而 变 为 


1 & 3? d 0 
A=3 py aala) 5a + Dh) Be 
这 时 , A RAP BOLE (X,) 的 生成 算 子 (generator) . 
设 (Xi) 为 一 扩散 过 程 , 其 系数 连续 . 假定 它 的 转移 密度 函数 p(s, 2t, y) 存在 . 
(1) 如果 导数 Op/dx; 和 52p/6cziazi 存在 , 并 且 它 们 关于 s BR, BA p 为 如 
下 的 Kolmogorov 向 后 方程 的 基本 解 (fundamental solution) 
Op 
Os 
(2) 如 果 扩 散 过 程 定义 中 的 极限 关于 s 和 z 一 致 成 立 , 并 且 导 数 8p/6t, 8(bip)/Ovi 
和 67(a,;p)/OyOy; 存在 且 连 续 , 那么 p 为 Kolmogorov 向 前 方程 或 Fokker-Planck 
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方程 的 基本 解 
Op d að p 1 d 82 , 7 
att 2 Ou, (bi(t, y)P) — 5 2 TETA (ai;(t, y)p) = 0. 


§4.1.4 Brown 运动 


植物 学 家 Robèrt Brown 于 1827 年 首次 发 现 悬 浮 在 水 中 的 小 花粉 颗粒 处 于 不 
停息 的 无 规则 运动 中 . 该 现象 后 来 被 称 为 Brown 运动 . 花粉 颗粒 的 无 规则 运动 是 由 
水 分 子 的 随机 碰撞 所 引起 . 假设 这 些 分 子 运动 是 统计 独立 的 , Albert Einstein (1905) 
给 出 了 Brown 运动 的 统计 描述 . 1923 年 , Robert Wiener 构建 了 一 个 连续 过 程 , 该 
过 程 满足 Einstein 对 Brown 运动 的 描述 . 因此 在 文献 上 也 称 Brown 运动 为 Wiener 
过 程 . 

称 定 义 在 概率 空间 (Q, F, P) 上 的 连续 过 程 (Bi):>o 是 参数 为 o? 的 Brown 运 
动 , 如 果 它 满足 下 述 条 件 : 

(1) Bo = 0; 

(2) X} ti <te<-+-<tn, Bi, — Br, Bis 一 Bi,,… , Ben 一 Bt, 相互 独立 ; 

(3) 对 s < t, B: 一 Bs 服从 均值 为 0、 FHA o7(t — s) 的 正 态 分 布 . 

这 里 c > 0 为 常数 . WR o = 1, 则 称 该 过 程 为 标准 Brown 运 动 . 

如 果 (Bi),1 < i < d 是 d 个 相互 独立 的 Brown 运动 , 称 过 程 (B,) = (B},---, 
Bg)7 为 d 维 Brown 运动 , 这 里 及 今后 ，(z1,… 24)? 表示 行 向 量 (z1,… ,za) 的 
HE. 记 FP A Brown 运动 (B) 生成 的 自然 o- 代数 流 . 一 个 众所周知 的 结果 是 
(FB):zo 满足 通常 条 件 . 

d 维 标准 Brown 运动 是 时 齐 Markov WH, 其 转移 密度 函数 为 





1 jz — yl? 
p(t, x,y) = Gana oP { = 2t \. 
p 为 如 下 热 方程 的 基本 解 : 
Du _ 1 8u 
Ot 2 — dz; 


下 面 我 们 定义 的 Brown 运动 或 Wiener 过 程 比 前 面 定义 的 Brown 运动 更 一 般 . 
称 定义 在 随机 基 (Q, F, (Fi), P) 上 的 RI- 值 (F,)- 适应 连续 过 程 (B,) 是 参数 为 o? 
的 (F,)-Brown 运动 或 Wiener 过 程 , WH Bo = 0，Bi 一 Bs(s <t) 5 o- RAF, h 
立 , 且 服 从 均值 为 0 协 方差 矩阵 为 o?(s 一 t)I 的 正 态 分 布 . WR o = 1, WMI (B) 
称 为 标准 (五 )-Brown 运动 或 Wiener 过 程 . 这 里 (F) 不 一 定 为 (Bt) 的 自然 o- 代 
数 流 . 例如 , 设 (Bi) = (B},--- , Be)’ 为 d 维 Brown 运动 , 则 它 的 每 个 分 量 (BI) 关 
于 (FP) 为 Brown 运动 . 
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§4.1.5 PERİ. BR. ARRP 


& R, =R U{+00}. — R4- 值 随机 变量 了 称 为 (Fe)- 停 时 , 如 果 对 每 个 + > 0, 
A(T <t) E Fi. 令 Fo =F, WHER (Fi)- 停 时 工 , 定义 


Fr = {A € Fæ : Yt E R}, AN[T gt E Fi}. 


WW Fr 是 一 个 o- 代数 . 
一 实 值 (五 )- 适应 过 程 (Xi) MAR (LR, FR), 如 果 每 个 Xi 可 积 , 且 对 所 
有 s<t, 有 
下 [Xe | Fs] = Xs(< Xs, > Xa) a.s.. 
设 M 为 一 右 连 左 极 适应 过 程 . 如 果 存在 停 时 Th, 1 +00 使 得 每 个 MT — Mo 
都 为 一 致 可 积 掀 (LA, FR), 那么 称 M HARR, TH). 设 M 只 定义 在 有 
限 区 间 [0,7] E, 如 果 存 在 停 时 Th 1 T, 且 U Tn = T] = 2, 使 得 每 个 MT — Mo 


MA BAT RR (LR, FR), 则 称 M 为 0, T] ERRER (EEk, FRR). 
容易 证 明 : ARARA: PEA REE ERR RA ER. 
我 们 在 下 文 列 出 连续 时 间 上 加 的 两 个 基本 结果 , 它们 可 以 从 离散 时 间 情 形 下 的 

相应 结果 通过 取 极 限 得 到 . 


Doob 可 选修 止 定理 设 (Mi) AHE (ERR), 并 且 Ti 和 T2 为 有 界 停 时 ， 
则 Mn 可 积 , BA 

E[M,, \F ] = RH- Ar ( < M7, an), P—a.s.. 
Doob FSX BT > 0, (Xe)ostsr AEREE FR. > Xt = suppcrer Xt, 


则 VA > 0, 有 
AP(X > A) < E[X7]. 


此 外 ,对 p>1, 有 


(EXP)? < SES Ex . 





上 拷 轨 道 的 正则 性 


下 一 定理 是 关于 连续 时 间 上 鞭 轨 道 正 则 性 的 一 个 基本 结果 , 我 们 将 在 研究 It6 
积分 时 用 到 它 . 关于 它 的 证 明 可 参考 任何 一 部 有 关 随 机 分 析 的 著作 (例如 何 声 武 等 
(1995) 或 严 加 安 等 (1997)). 


定理 4.1 设 (Xi) AER. 如 果 它 的 几乎 所 有 样本 轨道 右 连续 , 则 它 的 几乎 所 
有 样本 轨道 在 (0, ceo) 上 有 左 极限 ; WR F = (A) 右 连续 , 则 为 要 (X) 有 右 连续 
修正 , 必须 且 只 需 to EX.) AR, 上 的 右 连 续 函 数 . 特别 地 , WRF = (五 ) 右 
连续 , 则 任何 F- 著 有 右 连 左 极 修正 . 










. 98 . BOR RA Ito 随机 分 析 


§4.1.6 ”有 限 变 差 过 程 


称 一 过 程 为 增 过 程 , 如 果 它 为 非 负 有 限 值 右 连 左 极 过 程 , 且 它 的 几乎 所 有 轨道 
为 增 函数 . 称 一 过 程 为 有 限 变 差 过 程 , 如 果 它 是 两 个 增 过 程 之 差 , 即 它 是 右 连 左 极 
过 程 , 且 其 轨道 在 R, 的 每 个 紧 区 间 上 有 有 限 变 差 . 
设 4=(4,)t>o 为 一 有 限 变 差 过 程 , 对 每 个 w En, R 上 的 有 限 变 差 函 数 4.(w) 
可 以 唯一 地 分 解 为 4.(w) = 4c(w)+4a(w), 其 中 Aw) 为 连续 有 限 变 差 函数 , 4d(w) 
为 纯 断 有 限 变 差 函数 : 
Alw) = >, AA (w). 


O0<s<t 
我 们 称 过 程 4e 为 4 的 连续 部 分 , 称 过 程 ha 为 A 的 纯 断 部 分 (或 跳 部 分 ) 
设 4 为 有 限 变 差 过 程 , 称 4 为 纯 断 的 , 如 果 Ae = 0. | 
设 4= (4,) 为 一 适应 有 限 变 差 过 程 , 则 4 的 变 差 过 程 B,=|Ao|+ f la4。| 为 适 
应 增 过 程 , 且 4 可 表 为 两 个 适应 增 过 程 之 差 . 
下 面 的 结果 表明 : 有 限 变 差 连 续 局 部 扶 恒 等 于 它 的 初始 值 , 这 一 结果 以 后 经 党 
要 用 到 . 


定理 4.2 K(X.) 为 一 有 限 变 差 连续 局 部 蒜 , 则 vt > 0，X: = Xo, a.s.. 


证 明 ”不 妨 假定 Xo = 0. B (Vi) AX 的 变 差 过 程 , > Tr = inf{t > 0: |Xi| > 
n, KV; > n}, W (XT) HBR, H XT] < n, VZ <n. 所 以 可 以 进一步 假定 (Xe) 为 
ARR, 且 其 全 变 差 有 界 : |Xi| < K, Vo < K. KMn:0= th <t <- <t =t 
为 [0,4] 的 一 列 有 限 划 分 , 使 得 n 一 oo 时 划分 的 步 长 in) BF 0, WA 


kn 


E[X?] =E[ > (x2. - x} ,)] = E[S = Xe ,)?] 
4=1 


i=1 


<E[v max |X: — Xr | < KE| max |Xin - Xel}; 


1<i<kn, 1<i<kn, 

由 控制 收敛 定理 , 上 式 右 端 当 n 一 oo 时 趋 于 0. 于 是 X, = 0，a.s. . D. 
§4.1.7 ABP RA Doob-Meyer 分 解 

今后 , 如 果 随 机 基 (万 ) A, 在 叙述 Brown 运动 、 蒜 或 适应 过 程 时 , RNA 
省 略 前 级 (Fe). 

设 X 为 一 循序 可 测 过 程 . 称 X 为 类 (D) 过 程 , 如 果 随机 变量 族 {XiI,<w,7 E 
T} 是 一 致 可 积 的 , 这 里 T 为 所 有 停 时 全 体 . 称 X 为 局 部 类 (D) 过 程 , 如 果 存 在 停 
时 Tn 1 +00 使 得 每 个 XT — Xo 都 为 类 (D) WE. 

类 (D) FRR Doob-Meyer 分 解 是 现代 鞭 论 和 随机 分 析 的 一 个 基石 ， 最 先 由 
Meyer (1962, 1963) 给 出 证 明 . 后 来 Rao(1969) 给 出 了 Doob-Meyer 分 解 定 理 的 一 
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个 初等 证 明 . 为 了 避免 用 到 随机 过 程 一 般 理 论 中 的 一 些 艰深 结果 , 下 面 我 们 介绍 
Bass(1995) 给 出 的 连续 局 部 下 圾 的 Doob-Meyer 分 解 定理 的 一 个 初等 证 明 . 为 此 我 
们 先 证 明 一 个 辅助 性 的 引 理 . 


引 理 4.3” 设 (ADO <n < œ) 和 (AP ,0<n< co) 是 (万 )- 可 料 的 随机 变量 
增 序列 , AD, AD 为 有 界 随机 变量 , H AP =0,A@ = 0. $ Bk = AM - A? 如 
果 存 在 常数 C > 0, 使 得 


E[A® — AMF] <C, i=1,2; k=0,1,2,.., 
且 存 在 随机 变量 W >20, E[W?] < 00, 使 得 


E[|Boo ae Bx||Fr] < E[W |Fx], k= 0, 1,2,: nan | 





Elsup B?] < 8E[W?] + 32V2C(E[W?]))/?. 


证 明 ”首先 由 假定 ( 令 k=0) 知 EL4Q] < C. Fal) = A, — AM, 由 “分 部 
求 和 公式 ” 
AQ? =25 (48 - AP aP — Sal?” 
k=0 k=0 
推 得 (注意 aË HF, WW, A a” > 0) 
EAR’ =28[ > EAL - AP Fila?) -E[ > af”) 
k=0 k=0 


<2CE | af] = 2CE[A®] < 2C?. 
k=0 


现在 令 by = Bk+l 一 Be, 再 由 “分 部 求 和 公式 ”得 
E[B2,]=2E| 》 ELB-。 - Br|Felbx| — E| D> 22] 
k=0 k=0 


oo 
<2E | 》、E[W|Fl(ag) + a®)] 
k=0 
<2E[W(A + 4G@))]. 


HF 
E[(AW + A®)?] < 2E[AW* + AB’) < 802, 
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由 Schwarz 不 等 式 我 们 有 E[B2,] < 4V2C(E[W?])*/?. 
另 一 方面 , > Mi = E[Boo|Fx],Xk = Me 一 Be, WA 
[Xt] = |E[Boo — Be|Fell < E[W|Fe] =: Ne- 
故 由 Doob 不 等 式 得 
Elsup X2] < Elsup N2] < 4E[N2,] = 4E[W?], 
k k 
Elsup M2] < 4E[M2,] = 4E[B2] < 16V2C(E[W?])!/2. 
k 


由 于 sup B? < 2[sup XE + sup Mj], 于 是 (4.1) 得 证 . o 
F- EREE FRR] Doob-Meyer 分 解 定 理 . 


定理 4.4” 设 X 为 一 连续 局 部 下 款 , 则 X 可 唯一 地 分 解 为 X = M +A, 其 中 M 


为 一 连续 局 部 鞭 , A 为 一 初 值 为 零 的 连续 增 过 程 . 


证 明 ”分 解 的 唯一 性 立刻 由 定理 4.2 推 得 . 下 面 证 明 分 解 的 存在 性 . 不 妨 假定 
X AFR, A Xo =0. > Tr = inf{t >0:|Xi|>n}A 人 n, 则 |X 站 | <n, 从 而 XT 
AA PR. 由 分 解 的 唯一 性 , 可 以 假定 X ABABA PR. 进一步 只 需 考虑 如 下 
AF PR: 存在 实数 T > 0, 使 得 X = X7, Vt > T. 这 时 过 程 X 的 几乎 所 有 轨道 
是 一 致 连续 的 . 

令 





W(5)=sup sup Xe 一 和 
6 


8 s<t<s+ 
则 当 5 一 0 时 有 W(6) 一 0, a.s., 从 而 lims—o E[W(5)?] = 0. 
现在 令 好 = 3/2", A" = {t}, J =0,1,---}, Ag = 0, 
Ap = >> E[Xe,, — Xer|Fin], t>0, nen. 
j<2nt 
Xn < m € N,k cN, 存在 唯一 的 k(n,m) e N, 使 得 k(n,m)/2"* < k/2™ < 
(k(n,m) + 1)/2". 由 OAD 的 定义 和 条 件 期 望 的 平滑 性 质 知 
下 [4。 — AR/2m |Fk/2m] =E|E[ 2 正 [Xi ， 一 Xer|Fee]|Foa(njm)+1)/2"] |Fe/2-| 
jek(n,m)4+1 
=E[E[X a — X(e(njm)+1)/2"|Fee(n,m)+1)/2"]|Fee/2™ | 
=E[Xoo — X(k(n,m)+1)/2"|Fk/2™)- 


另 一 方面 , FA SAY fe) F BRAY Doob 分 解 定理 有 


ElA% Akjzm |\Frjam] = E[Xo = Xam |Fk/2m], Vk = 0,1,2,---. 
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从 而 对 n<meN, KEN, 我 们 有 
[42 一 42m|Fk/2m] 一 正 [4c 一 Afjom|Fe/2]| 


<E[|X(4(n,m)+1)/2" 一 Xk/2m ||Fk/2m | 
< E[W (2 ")|Fk/2m]. 


由 于 sup|A” 一 A7|= sup |4 一 A4?|, 故 由 引 理 4.3 推 知 
t20 team 
lim Efsup|A7 — A?|?} = 0, 
m,n—0o t 


从 而 AP 在 L? 中 收敛 于 一 极限 , 记 为 A. SER (Ar) SER, 且 它 的 几乎 所 有 轨道 单 
调 非 降 . 
下 面 证 明 过 程 (4) 的 几乎 所 有 轨道 连续 . 4? 只 在 Am 上 有 跳 , 其 跃 度 AAP 为 


AAP = E[Xk/2n 一 XUk_D/2njFUk-Dy/2n] < E[W(27")|Fe-1yan], t= (k — 1)/2". 
注意 到 (E[W(2-")|Fn_1)/an], k = 1,2,--+) FER, 由 Doob MERA 

Esup(A4?)” < E| sup(E[W (2-") F.—1)2"))?| < 4E[W(2-")?}. 
从 而 存在 一 子 序列 (n;), 使 得 当 j 一 co 时 ， sup AA? 一 0, a.s., 因此 (At) 的 几乎 
所 有 轨道 连续 . 


最 后 证 明 (X,— A,) ER. 由 于 (Xo) 和 (As) 是 连续 平方 可 积 过 程 , 只 需 证 明 
对 s,tE Ans <t, BEF, 有 


E[(X: — A:)IB] = El(Xs — 4s)7B]. 
但 我 们 已 经 知道 
E[(X: — Ar’)Is] = E[(X, — A; MB], Vm > n, 
S m 一 oo 得 知 上 一 等 式 成 立 . 定理 证 毕 . 口 
84.1.8 ”连续 局 部 著 和 半 拷 的 二 次 变 差 过 程 


设 M 一 连续 局 部 蒜 , 则 M? 为 一 连续 局 部 下 款 . 由 定理 4.4 (Doob-Meyer 分 
解 定理 ) 知 , 存在 唯一 的 零 初 值 连续 增 过 程 , WA (M), 使 得 M? - (M) 为 一 连续 局 
RR. 我 们 称 (M) 为 M 的 二 次 变 差 过 程 . 

对 两 个 连续 局 部 蒜 M, N, 我 们 令 


(M, N) = 5 ((M +N) — (M) — (N)), 
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则 (M,N) 为 唯一 的 零 初 值 连续 有 限 变 差 过 程 , 使 得 MN 一 (M,N) 为 一 连续 局 部 
RR. 我 们 称 (M, N) 为 M AN 的 二 次 协 变 差 过 程 . 


EH 4.5 (Bi) 为 一 维 ( 厂 )- 标准 Brown 运动 , 则 它 的 二 次 变 差 过 程 为 (B): = 
t. 设 (Be) 和 (Wi) 为 两 个 相互 独立 的 一 维 (F;)- 标准 Brown 运动 , 则 它们 的 二 次 


协 变 差 过 程 为 (B,W): = 0. 


证 了 明 对 s<t, Bi 一 Bs 为 独立 于 大 的 均值 为 0 方差 为 1 一 s 的 正 态 随机 变 
量 , 且 有 E[B,B, | F.) = B2, RA 





E[B? ~ B | F.)=E|(B: — Bs)? | Fo] 
=E|(B, — B,)”] = (t — s). 


这 表明 (B? —t) AB, 从 而 (B), = t. 类 似 可 证 (BeWi) AR, 从 而 (B,W), = 0. 定 
理 证 毕 . o 

注 1 OTL, = {如 ,… 2 phoe tR, =t A [0,t] 的 一 列 划分 ， 
使 得 当 n 一 00 划分 步 长 ôn) = max,|t? — til ÉF 0. 则 当 n 一 00 时 ， 


kn 
Vi (In) = X (Ber ~ By ,)? 
i=1 
在 L? 中 收敛 于 + 事实 上 , 因为 对 A j, Bey - By, 和 Bey — Biy ， 相 互 独立 , 所 
以 有 
(Ber 一 By 


)? 2 
et. | < t6(In)E((Z? — 1)?}, 


kn 
E(V; (In) — t)? = 》 (t? — ti) E e E 
i 4 一 


其 中 2 为 标准 正 态 随机 变量 . 这 证 明了 Vin) Æ L 中 收敛 于 +. 
注 2 ”如 果 进 一 步 有 2 ôn) < oo, 则 上 述 收敛 可 加 强 为 a.s. 收敛 . 事实 上 ， 
这 时 对 每 个 es > 0, 。 


Erin) -il>als < 去 2 E(V: (Un) — t)? 


n=1 


tE[(Z? — 1)7] 之 
< Si Ds) < oo 
由 Borel-Cantelli 引 理 知 , P{|Vi(In) — t| >, io.) = 0. 这 证 明了 a.s. 收敛 性 . 这 里 
i. o 是 英文 “infinitely often” 的 简写 . 
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设 Xi = M+ Ar, 其 中 M ER AMR, 4 为 一 零 初 值 连续 有 限 变 差 过 程 , 则 
称 X AER HR, 由 定理 4.2 知 , 连续 半 款 的 这 一 分 解 ( 称 为 典 则 分 解 是 唯一 的 . 
我 们 称 M 为 X WES MARRS, 并 把 (M) 称 为 X 的 二 次 变 差 过程 , 记 为 (X). 

对 两 个 连续 半 蒜 X,Y, 其 典 则 分 解 为 Xe = Mi + Ary, Ye = Ni + Bi, 我 们 令 
(X,Y)= (M, N), REX X AY 的 二 次 协 变 差 过 程 . 显然 , 对 任何 停 时 7, 我 们 有 
(X,Y)? = (X7,Y) = (X7,Y?). 

下 一 定理 给 出 了 半 拷 二 次 变 差 过 程 的 构造 性 表示 , 其 证 明 来 自 Kunita(1984)( 见 
Revuz and Yor (1999)). 


定理 4.6” 设 T> 0 为 一 实数 , X 为 [0,T] 上 的 一 连续 半 蒜 , > In = {好 ,… ,给 h, 
0= 始 < 去 <…< 夫 = 了 为 [0,7] 的 一 列 划分 , 使 得 当 n 一 oo 划分 步 长 ôn) 
= maxilt? 一 如 | BF 0. 则 对 任何 O<t<T, 4 n> oo 时 , X 关于 I, 在 [0,4 
上 的 二 次 变 差 


kn 
V(X) 一 X (Xen 一 Xin at)? 


i=l 





依 概率 收敛 于 (X). 
证 明 ”首先 假定 XA- SUA RR. 对 任何 O<s<u<v, 我 们 有 


E[(X,y = Xu)*|Fe] = E[X? 一 X2|F,]. 
WO<s<t, FE k, HA tr_i <s< tt, RA 


E[V™) (X)¢ — V(X) | Fa] 
=E| > (Xn E Xip at)? IF] T E[(Xinat X y a (Xs gr Xip_,)? |Fs] 
i>k 
=E| E Xn- XB ne lFa] + EX ne- XDF] 
i>k 


=E[X? ak X?|F,). 


这 表明 (X? —V™ (X):) A-F. 

对 给 定 nm, YO = V(X), — VOX), 为 一 零 初 值 连续 蒜 . 令 In = 
{so sM : 0 = so < sı <- < sm = T} 表示 由 in M im 的 分 点 共同 
组 成 的 [0,7] 的 划分 , X, Y, VOX), V(X) 关于 Inm 在 [0,t] 上 的 二 次 变 
EDANA VEX Je, VOM (YY), VEO (V), V (y). 我 们 先 证 明 序列 
V(X)r 在 L 中 收敛 . 设 st 是 In 中 满足 sx < s; < sjy < sR 的 最 右边 的 分 
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点 , WA 


VV KX) — VK) = (Xs — Xen)? — (Xa; — Xan)? 
= (Xs; — Xa; (Xs; + Xs, — 2Xsp). 


从 而 有 
vim) (VD) < sup |Xs,4, + Xs; 一 2X op P V ™™(X)r. 
$ 


由 Schwarz 不 等 式 得 
ELV (Vr) < (sap Xs + Xo, — 2Xoql*]) (RIV ARDY 
了 
同 理 有 
ElV (V )r] < (E| sup Xss, + Xe, 一 2X] Eve ao. 
J 
BAG 
El(Y¥p"”)7)= EVO (Dr] < EV O (Vp + VO) (VO) 


1/2 
<4(E[sup|Xs,,, + Xe, —2Xogl*}) EVE. 
J 


由 于 X 的 连续 性 和 有 界 性 , 当 n,m 一 oo 时 , 上 式 右 端 第 一 个 因子 趋 于 零 . 因此 ， 
为 了 证 明 序 列 V(X)z 在 L? 中 收敛 , 只 需 证 明 EV (X) 关于 (n,m) 一 致 
有 界 . [Xi] < C,t € [0,7], 我 们 有 下 [IV("m)(X)zr] = E[X2] < C2. 另 一 方面 , 由 于 
vin) (X= (oe, — Xo, 2i 
=2 D VX )r — VEA) y AVAA) oy — VOX) aya) 


了 
+ 》 (Xs, — Xs)“. 
了 


对 Sk < t, 利用 等 式 ElV™™)(X)r = Vam) (X)5, |Fs;] T E[(Xr 一 Xs} |Fs;], R 
们 有 


EV (X)2] =2 》 EXT — Xs,) (VOX); — VX); ) 
+S E(X. — Xs,_1)*] 
j 


<8C7E[V"""™ (X) 7] + 407E[V'%™ (X) 7] < 1204, 
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因此 序列 VD(X)r 在 L 中 收敛. 
下 面 证 明 V(X), 在 L? 中 关于 te [0,7] 一 致 收敛 . 由 Doob 不 等 式 , 有 


E| sup V(X). — Vr"(X)eP < AEV (X) 2 — V(X). 
s<T 


从 而 序列 V(X), 在 L? 中 关于 te [0,7] 一 致 收敛 , 其 极限 记 为 A. 显然 对 s < t, 
有 As < At, as. , H (X?—A;) ABR, 从 而 (4) 的 轨道 有 右 连 左 极 修正 , 仍然 记 为 
(At). 为 了 证 明 4 A= (X), 只 需 证 明 增 过 程 (4) 的 几乎 所 有 轨道 连续 . 为 此 , 选取 
子 列 nz, 使 得 FEV (X)r 一 Ar|] < oo. HEMET n, (V(X): 一 4) 为 


BE, 由 Doob 极 天 值 不 等 式 有 
So P [sup lve (x). = Al > 2-4] < So 24E[IV™M(X)r — Art] < o. 


根据 Borel-Cantelli 引 理 , 在 (0,7) A V(X) 的 几乎 所 有 轨道 一 致 收敛 到 4 的 
轨道 , 因此 4 的 几乎 所 有 轨道 连续 . 

设 和 = M+Y ERFAR, 其 中 M 为 零 初 值 连 续 有 界 鞭 , V 为 零 初 值 连续 有 
限 变 差 过 程 , HV 在 [0,7] 上 的 全 变 差 (WA Varr(V)) 一 致 有 界 . 由 于 


= Mm (Var nt 加 Vion), at) < sup [Me 一 Ms, ael Vare(V), 











2 
opn 一 Vim ne) 
j 


V(X) 与 VD(M) 之 差 在 L 中 收敛 于 0, 从 而 V(X), 在 L 中 收敛 于 
(Xj. 进一步 对 任意 连续 半 款 X = M +V, 选取 停 时 列 Ta 1 00, 使 得 MT 为 零 初 
(ERA AR, VT 为 零 初 值 连续 有 限 变 差 过 程 , 由 于 lim。,。 P(T, AT =T) =1, 
且 有 


[Vae ne — Va, nel Vare(V), 


VAP — (X)E = VOT) = (XT) 


容易 推 得 V(X), 依 概率 收敛 于 (XX):。 这 一 推理 方式 称 为 “ 停 时 推理 ". 定理 
证 毕 . 口 


§4.2 ”关于 Brown 运动 的 随机 积分 


设 (Q, F, (Fr), P) 为 一 随机 基 , ( B,)ostsz 为 一 (五 )- 布朗 运动 . 1944 年 , K. It6 
首次 定义 了 一 类 可 测 适应 随机 过 程 9 关于 Brown 运动 的 随机 积分 6(s)dB,, 这 
0 
里 的 可 测 是 指 关 于 乘积 o- 代数 B((0,T]) x Fr 可 测 . 
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§4.2.1 Wiener 积分 
我 们 首先 考虑 被 积 过 程 为 确定 性 函数 情形 .为 此 先 从 阶梯 函数 入 手 . [0,7] 上 
的 阶梯 函数 f 具有 如 下 形式 : 设 0=to <t <---<tyv=T ARMA [0,7] 的 一 个 
有 限 划 分 ， 
f(t) = Q0， te [0, t1]; f(t) = aj, te (tj,ti+1), j = 1,--- ,N- 1, 
其 中 oj 都 为 实数 . > 
If):= > (Byn — By): (4.2) 
O<j<N-1 
利用 Brown 运动 的 独立 增 量 性 质 , 我 们 有 
> aiajE[ [Bess A Be) Bess, = B,,)| T >? a? (ti+1 — ti). 
0<i,jgN-1 O<i<N-1 
从 而 有 
T 
E[x]= Yo en- | Has. (4.3) 


OSj<N-1 
由 于 [0,7] 上 的 阶梯 函数 全 体 ( 记 为 H) 构成 Hilbert 空间 在 L?[0,T] 中 稠密 ,从 
(4.3) 可 知 : 由 (4.2) 定义 在 H 上 的 映射 fi If) 可 以 唯一 地 扩张 成 为 从 L?(0, 7] 
到 L2(Q, F, P) 中 的 线性 保 范 映射 . 我 们 称 IS) 为 了 关于 Brown 运动 (Bi) 在 [0,T] 
上 的 Wiener 积分 . 


84.2.2 Ite 随机 积分 
简单 可 测 适 应 过 程 情形 
下 面 我 们 考虑 一 类 可 测 适 应 过 程 关 于 一 维 Brown 运动 (B,) 的 随机 积分 . 为 此 
首先 考虑 简单 可 测 适应 过 程 情形 . 称 (9(t)) 为 [0,7] 上 的 简单 可 测 适 应 过 程 , 是 指 
存在 [0, T] 的 划分 : 0 = to < ti <- < tn = 了 ,使 得 
A(t) = £p, te [0, t1]; A(t) = Ej, tE (tj, tj41], j = 1,- a ,N 一 1, 


其 中 &; 为 Fu- 可 测 平方 可 积 随机 变量 . 与 Wiener 积分 定义 类 似 , 对 简单 可 测 适 
应 过 程 0, 我 们 自然 想到 如 下 定义 它 关 于 Brown 运动 (Be) 在 [0, T] 上 的 积分 : 


I(0):= >》， & (Bi, — By). (4.4) 
0<j<N-1 
则 有 
E[7(6)?| = e| T AGa — t;)] =E| i g(s)2ds| (4.5) 


0<j<N-1 
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事实 上 , 我 们 有 
E|E? (Bupi — Be) = ERE Ben — Be)? Fe] = Efi — to). 
而 对 i < j, 我 们 有 
B[6€5(Buss — Bu)(Beyar — Be,)] = Elé:€;(Bi,, — BE [Bes - By) Fe] = 0. 


下 面 我 们 定义 简单 可 测 适 应 过 程 的 不 定 积分 , 即 积分 上 限 t 可 以 在 [0, 了 T] PE 
动 . 对 任意 th <t < teri, RNS 


(0) := J 6(s)4B,= 5 €(Bes — By) + &(Be — Ba). 


O<j<k-1 


显然 , 对 任意 t [0,7] ,上述 表达 式 可 写成 


1:(0) = > éi(Bijrint — Bijat). (4.6) 


O<j<N 


它 是 一 有 连续 轨道 的 适应 过 程 . 由 (4. 5) 有 


E|( f 、 0(s)dB,) | =E| [ 0(s)?ds]. (4.7) 


此 外 , 由 于 对 任何 0< s <t, Bi- B, 与 F, 独立 , SHE (f 0(s)dBs) 关于 (Fi) 
AR. 

H? [0, T] 情形 

现在 我 们 用 C 表示 [0, 上 所 有 可 测 适应 过 程 全 体 . > 


H?(0,T] = {o :0 €L, |02 := e| f 0(s)"ds| < oo}. 


引 理 4.7 Oe H?(0,7), 则 存在 一 列 简单 可 测 适应 过 程 (9") 使 得 





Jim E| j Mls) — 0"(s)|?ds] = 0 


证 明 io e HoT], 定义 9 的 范 数 为 Oln. 令 ha(s) = (—n) vb(s) An, 则 
易 知 lime-oo18 一 hnln = 0, 因此 不 妨 假定 有 界 . 任 取 一 列 支 撑 在 [—1/n, 0] 中 的 
连续 概率 密度 函数 p,,, 令 


gn(t,w) = [ Pn(s — t)0(s,w)ds, t € [0,T}, 
0 
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则 on 为 有 界 可 测 适应 连续 过 程 , AA limno 10 - gn|x = 0. 因此 , 为 证 引 理 , 我 
们 可 进一步 假定 9 为 有 界 可 测 适 应 连续 过 程 . 这 时 任 取 0,7) 的 一 列 划分 :Un = 
{taste h 0= 二 < 地 <…< 规 = 了 使 得 当 m 一 oo 划分 步 长 ôM) 
max;,|t? — t?_,| 趋 于 0. > 6,(0,w) = 0(0,w), 


kn—1 
On(t,w) = X Otw) en lt), t>o, 
j=0 


a 


则 容易 看 出 , 我 们 有 limp. l — nln = 0. 引 理 证 毕 . 口 
根据 引 理 4.7, 可 以 利用 (4.7) 把 随机 积分 的 定义 扩展 到 被 积 过 程 为 7t2[0,T] 中 

的 元 素 , 是 有 ey | at 
E|( f b(s)dB。) | =E| f b(s)?ds| (4.8) 


得 到 的 不 定 积分 X(O) = | “g(s)aB。 关于 (万 ) AW. 由 于 (F) 右 连续 , 于 是 根 


据 定 理 4.1, RITI AER RR (1,(0)) 一 个 轨道 右 连续 版 本 . 
下 面 我 们 进一步 证 明 


定理 4.8 Oe XH?[0,7T], 不 定 积分 LO 的 右 连续 版 本 实际 上 是 一 连续 款 . 


证 明 ”选取 一 列 简单 过 程 (0"), 使 得 
= 1 
E[(Ir(0") — Ir(0))?] = E| f \a"(s) ~ 6(8)|?ds] <j n>l (49) 
由 于 (| 到 (9") 一 天 (9)|) A—SER AES FR, 故 由 Doob 不 等 式 得 
[DS sop, 0") ~ LOP] < 4 (EN) — Irt) < o. 


特别 有 


co 
sup |I:(6") — 1:(8)|? < 00, a.s., 
O<t<T 


n=1 

这 蕴含 过 程 (1.(0")) 的 几乎 所 有 轨道 在 [0,T] 上 一 致 收敛 到 过 程 (1.(9)), 从 而 随机 
过 程 (I(9)) 的 几乎 所 有 轨道 连续 . 口 
注 “我们 称 连 续 鞭 (天 (9)) 为 9 关于 Brown 运动 (Be) 的 随机 积分 或 It6 积分 ， 


也 记 为 i " 6(s)dBy, 或 (9.B)， 显然 1t6 积分 关于 被 积 过 程 具有 线性 性 . 


下 面 的 定理 表明 , 一 类 特殊 的 连续 过 程 在 有 限 区 间 上 的 It6 积分 可 作为 黎 曼 和 
的 L?- 极限 而 得 到 . 


„Mi RT atin rrr 





定理 4.9 $ (B) A— (F,)-Brown 运动 , Hn = {tf,--- te, },0 = t9 < t? 
<< th =t A [0,1] 的 划分 , 使 得 ”一 co 时 划分 的 步 长 5(IIn) BF 0. MR 
AH? (0, t] 中 (五 )- 适应 连续 过 程 , 使 得 E| sup |A(s)|?] < œ, 则 当 n 一 oo, 划分 






(In) 上 的 黎 曼 和 Se, OE) (Buy — Bip ,) 在 L PEMF Ko 积分 | go)dB。 
证 了 明 令 


kn 
6"(s) a YO O Te <egtr), s<t. 


容易 看 出 , 
im s) — 8” (s)|?ds| = 
Jim E| f 18s) -= 6"(s)/?as] =0, 
从 而 由 (4.8) 推 得 定理 结论 . 口 
随机 积分 的 进一步 推广 
下 面 我 们 进一步 推广 随机 积分 的 定义 . RU<V 为 两 个 停 时 , AV <T. 令 
JU, V] = {(w,t) € Q x R4 : Uw) < t < V(w)}. 


我 们 首先 证 明 It6 积分 具有 如 下 的 “局 部 性 ?: 如 果 0 e H70,7], S 为 一 停 时 ， 
S<T, W 


(6.B)tas = ((@lpo,5})-B)e- (4.10) 


为 此 , 设 AV 是 两 个 停 时 , H U<V <T, 上 为 一 Fv 可 测 的 平方 可 积 随机 变量 ， 
0 = Ehy,vyy, 显然 96€ KH?[0,T]. 下 面 先 证 明 对 这 一 形式 的 9, 我 们 有 


t 
/ 6(s)dB, = (Binv — Beau); (4.10’) 


这 蕴含 (4.10) 对 这 一 形式 的 0 成 立 . 为 此 , Yn > 1, Ikn, 使 得 kn /2" <T < (kn + 
1)/2". 令 


k k 
n k " k 
Un = 2 png <u< pel tT kn /an<u<t|, Va = >» gn let <V< pe] tT Men /2"<V <7] - 
zz】 k=1 
TW Un, Vn 为 停 时 , 6" := Eh, va 为 一 列 简单 可 测 适应 过 程 , 满足 


Jim E| “ea — g"(s)Pds] = 0 
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由 (4.6) 容易 看 出 
il 6"(s)dBs = E(Biav, — Beaun)s 
Bp (4.10’) 对 6" 成立. 于 是 由 (4.8) 知 对 0 = Elqy,vy 也 有 (4.10) 成 立 , 从 而 (4.10) 
成 立 . 由 于 对 任 一 简单 可 测 适应 过 程 9 和 任 一 停 时 S<T, Olpos) 可 以 表 为 形 如 
Elu, 的 线性 组 合 , 从 而 (4.10) 对 简单 可 测 适应 过 程 9 成 立 , 进一步 由 (4. 8) 推 知 
对 任意 0 e H?[0, T], (4.10) 也 成 立 . 
现在 令 
2 = Š 2 
£2I0,7]= {0:0€L, f 0(s)?ds < oo}, 


£1[0,T] = fo BEL, [ \0(s)|ds < oo}. 
如 果 0 e £2(0,T], > 
Vp = inf {t € [0,7]: [ 6(s)2ds > n} AT, 


则 WV 为 停 时 , Vn 1 T, 并 且 对 we 0Q, 存在 N(w), 使 得 Yn > N(w), A Va(w) =T. 
于 是 利用 前 面 证 明 的 It6 积分 的 “局 部 性 ”, 我 们 通过 令 (6.B)tAw = (6To,v,1:B)t 
就 可 以 唯一 地 定义 9 关于 B 的 在 [0,7] 上 的 不 定 随机 积分 ((9.B)), EA [0,7] 上 
的 连续 局 部 款 . , 

如 果 9 € £?[0, 00), 即 9 为 一 可 测 适应 过 程 , 使 得 f 10(s)|2ds < o0, Yt > 0, 4 


t 
Vn = inf {t € [0, oo] : J 0(s)?ds > n}, 
0 


则 Vn 为 停 时 ， Va T +00. FIFA Ito 积分 的 “局 部 性 ”, 我 们 通过 Ito 积分 序列 
(9Tio,v,]):B 可 以 唯一 地 定义 9 关于 B 的 在 (0,00) 上 的 随机 积分 0.B, 它 为 [0, 00) 
上 的 局 部 蒜 . 

最 后 , 令 B= (B',---,B*) 为 一 d # (F,)-Brown 运动 , H = (H’,--- , H*)" 
为 (C2[0, 00))* "FRY 值 过 程 . 我 们 可 以 如 下 定义 HAF B 的 随机 积分 为 WA 
H.B): 


t CEER Fe 
f H7 dB, aoe f HidBi. 
下 一 定理 给 出 了 随机 积分 的 二 次 变 差 过 程 的 表达 式 . 
定理 4.10 ” 设 90,we L2[0,oo), 则 9.B 和 Vw.B 的 二 次 协 变 差 过 程 为 





(6.B,W.B)t = [ 6(s)w(s)ds. 
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证 明 ”不 妨 假 定 0, € KH?[0, 7T], T > 0. MR 9, 是 有 界 简单 可 测 适应 过 程 ， 
则 可 以 证 明 (0.B),(w.B), — f 9(s)w(s)ds X — $k, 由 此 通过 极限 过 渡 容易 证 明 : 对 
0 


0,0 € H?(0,T}, (0.B) (Y.B) 一 f ‘p(s)w(s)ds th ABR, 故 (4. 11) 得 证 . 口 


$4.3 Itô 公式 、Girsanorv CHAMBRE 
如 果 一 过 程 具有 形式 


t t 
Xi = Xo I 67(s)dB, + f $(s)ds, 


其 中 Xo 为 Fo- 可 测 , 9 € L?(0,00)4,6 € L'0,00) , WHE AI 过 程 . 由 定理 4.2 
知 , 有 限 变 差 连续 局 部 蒜 恒 等 于 它 的 初始 值 , 因此 It6 过 程 的 上 述 分 解 ( 称 为 典 则 
分 解 ) 是 唯一 的 . 特别 地 , 如 果 It6 WH (X) AAR, 则 由 定理 4.2 知 , 上 述 分 解 
中 的 有 限 变 差 项 为 零 . 

一 个 最 简单 It6 过 程 就 是 所 谓 的 带 漂移 的 广义 Brown 运 动 : 


t t 
Xt = Xo +f b(s)ds +/ a(s)dBs, 
0 0 


其 中 a 和 5 为 确定 性 实 值 函数 , (B) 为 一 维 Brown 运动 , Xo 为 一 常数 . 容易 知道 
(X) 为 高 斯 Markov WH, 其 转移 密度 函数 为 


t 2 
p(s, x; t, y) = [27 a a?(u)du] 一 exp | ; 
i i a?(u)du 


§4.3.1 Its 公式 


令 (Xi) A (4.11) 给 出 的 It6 过 程 , (A) 为 可 测 适 应 过 程 且 使 得 HO e £?[0,7))4 
和 五 ge £(0,T). 则 可 定义 H 关于 It6 WH X 的 随机 积分 为 


t t t 
i H,dX, = | H,6(s)dB, + i H,¢(s)ds, 0 < t <T. 
0 0 0 


下 面 定理 为 It6 过 程 提供 了 变量 替换 公式 , MAI AA, CH It6 微 积 分 中 非 
常 有 用 的 工具 . 
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定理 4.11 Ww B=(B',--- 
为 Rm- 值 It6 WH, H 


, Bt)" 为 d # (F,)-Brown 运动 , X = (X!,:… ,X™) 





. . d t . PS t 5 
xi=xi +D f Gi(s)dBi + I Pii VETS (4.12) 
如 果 F= F(x) AR” 上 的 函数 , 且 关 于 r 二 次 连续 可 微 , 那么 有 


F(Xt) =F(Xo) + > l l 区 Co)axt 


m 


1 t i k 
a E | oe gag XXK, X*),, (4.13) 


4 k d t k 
(有 X")t = > 0;(s)07(s)ds 
为 Xi 和 Xt* 的 二 次 协 变 差 过 程 ( 见 定理 4.10). 


进一步 , 如 果 f = f(t,z) AR, x Rm 上 的 函数 , ARF r 二 次 连续 可 微 , 关 
于 上 连续 可 微 , 那么 有 






f(t, Xa) =f(0, Xo) + [3 sis, xd + > LE Lis, x,)axi 


+3 5 f Phe xnaxt xn, 


i,k=1 
为 了 证 明 It6 公式 , 我 们 先 证 明 它 的 一 个 特例 , 即 所 谓 的 分 部 积分 公式 . 
定理 4.12 XAY 为 两 个 It6 过 程 . 则 





t t 
XY: = Xo¥o + | x.y, + | YsdXs + (X,Y J. 
0 0 


WA ”只 需 对 X=Y 的 情形 证 明 (4.15), 即 证 明 


t 
X? = X2+2 f XsdXs + (X)t. (4.15’) 
0 


Tr? 0=t0 <tr < tmn) =t 
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为 [0,4 的 一 列 有 限 分 割 , 且 5(m) 一 0, 则 
-X= 2, — Xi) 
25 Xn (Xe, - Xe) + LXer, — Xin)? 


=2((H™.X): — XS) + PX, — Xy}, 
其 中 
H®™ = Xol joy + XO Xen ert, il 
i 


由 定理 4.6 知 , 当 一 oo, DPX 


r, 一 Xtr)? 依 概率 收敛 于 (X). 另 一 方面 , 容易 
证 明 : 如 果 过 程 


t t 
X,=Xo+ f 6(s)dB, + f $(s)ds 


一 致 有 界 , 并 且 9 € H?(0,t],¢ € £1[0,t],E if os)las| < oo, 则 (HX), Æ L! 
0 


US (X.X) 由 此 用 停 时 推理 ( 见 定理 4.6 的 证 明 ) 可 以 进一步 证 明 : 在 一 般 
情形 下 , HX, 依 概率 收敛 于 (X.X), WA 4.15’). 定理 证 毕 . 口 

定理 4.11 的 证 明 ”不 妨 设 X!,.… ,X4 均 为 有 界 It6 WH :|Xi| < CU = 
1,… ,d)， 其 中 C 为 一 常数 . 取 一 列 Rt 上 的 多 项 式 (Fa), 使 得 Fr, Dj Fn, Dij Fn 
在 [-C,C]* 上 分 别 一 致 收敛 于 FDjF,DijFi,j = 1,… ,4d 如果 (4. 13) 对 每 个 
Fna 成 立 , 则 (4.13) 对 F 也 成 立 . 因此 , REX F a R? 上 的 多 项 式 情 形 证 明 
(4.13). 

车 F(z!,--+ , 24) = zizi, (4.13) 即 为 (4.15). 由 归纳 法 , 只 需 证 明 : FF (4.13) 对 
某 个 多 项 式 F 成 立 , 则 (4.13) 对 多 项 式 


G(z ae) = 2'F(z',--- s29) 


也 成 立 . 事实 上 , 由 于 
(x4, F(X). -5 T SE (Xa )d( X", Xt),, 


OG OF DG OF 
Bak = 7 g VE FG: zi =F+2 gs 


我 们 有 
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G(Xt) — G(Xo) = Xp F (Xt) — XoF (Xo) 
= J XidF(X5) + f F(Xs)dXi + (XŻ, F(X)): 


[Ss =~ (X,)dXi + = pay i 


Ep (4.13) 对 G 成 立 . (4. 14) 的 证 明 留 给 读者 . 口 
+ “这 里 给 出 的 简单 证 明 源 于 Dellacherie and Meyer(1982), 参见 文献 Revuz 
and Yor (1999). 


§4.3.2 Brown 运动 的 Lévy RAH 
利用 It6 公式 可 证 明 如 下 Brown 运动 的 Lévy RPS 
定理 4.13 WK (Bi) A R* 值 (五 )- 适应 连续 过 程 , Bo = 0. 则 BA (F,)-Brown 





PD. 提琴 





运动 , 当 且 仅 当 每 个 (Bi) 为 一 局 部 蒜 且 对 所 有 i,j, (BiB) — 6i AAR. 


证 明 ”必要 性 由 定理 4.5 推 得 . 往 证 充分 性 . 假设 对 任何 1 和 i7 <d, (Bi) 和 
(BiB) — 6ijt) ABR. 则 (Bi, Bi), = ae HueRt +> 


Zi = expfi VB + uia, 


j=1 


则 由 Ito 公式 有 
lu? f° Š, frm Te ee 
z= S Zads+i w | 2,dB; - 5 > wu f Zsd(B’, BY), 
j=l j,k=1 
d t 
=14i ow f Z.dBi. 
j=1 “0 


因此 (Z) 为 一 复 值 局 部 鞭 ， 由 于 |Z| < exp {EE}, 故 (Z) SERRE. 因此 ， 
B exp (Bf - Bi) }|7 


Vs <t, 
2 |- exp{ -HE g -- s}. 


这 表明 Bi - Bi 与 F, 独立 , 且 Bi — Bi 为 均值 为 0 方差 为 1 一 s 的 正 态 随机 变量 . 
因此 B 为 (万 )-Brown 运动 . 口 


§4.3.3 Brown 运动 的 反射 原理 
设 (Bi) 为 一 维 Brown 运动 , T 为 一 停 时 . > 
B: = Belper, + (2Br — Be)Ie>7) = 2Brae — Be. 
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由 (4.10) 有 
t 
Bie Í H,dB,, 
0 


其 中 H= 21iom 一 1 为 可 料 过 程 , | 五 | = 1. 故 由 分 部 积分 公式 得 
=o EL t ~ | 
B?-t=2 I B,H.dB, 


因此 (B,) 和 (B? — t) 都 为 局 部 蒜 . 于 是 由 Brown 运动 的 Lévy 著 刻 画 知 , (Be) 为 
一 标准 Brown 运动 . 该 结果 称 为 Brown 运动 的 反射 原理 . 
特别 , 设 re 及 ， 人 =inf{ft>0: B, =r}. € 


BE = Belet,| + (2 — Be)Ie>7,); 
WW (BF) 为 一 标准 Brown 运动 . 
§4.3.4 ”随机 指数 和 Novikov 定理 


下 一 定理 为 It6 公式 的 简单 应 用 . 
定理 4.14 WX Alto 过 程 , Xo = 0. $ 


E(X): = exp {Xe — 3(X,X) } 


则 


E(X) =1+ | " €(X) aX. 
0 


BR E(X): A X 的 随机 指数 . 表达 式 (4.16) 称 为 Dolkans( 指 数 ) 公 式 . 特别 地 , 如 果 
X 为 一 局 部 蒜 , 则 EX) 是 一 局 部 款 和 严格 正 上 鞭 . 





证 明 ”对 函数 e* 和 1t6 WEY; = Xe - F(X, X) 应 用 Ito 公式 , 容易 验证 
exp Y¥, 一 工 十 T exp Y,d X;. o 
0 
下 一 定理 源 于 Novikov (1972). 


定理 4.15 (Novikov 定理 ) 设 (Biosecr 为 d 维 Brown 运动 . 如 果 6 € (£? 
[0,T])¢ 且 满 足 Novikov #4 






T 7 
E| exp CI |9(s)|*ds) < 00, (4.17) 
那么 £(9.B) AR ( 或 等 价 地 , E[E(0.B)r] = 1). 


-116 . FOR RA ito 随机 分 析 
证 明 ”如 下 简单 证 明 方 法 源 于 Yan (1980c). 令 0< a < 1. 我 们 有 
t 
E(a0.B)¢ =exp{ a(0.B) 一 ie2 S loas 
t 
=€(0.B)? epf C9 J Boas}. 


对 任何 停 时 7 < TT 和 任何 Ac Fr, 根据 Holder 不 等 式 有 


E[I4€(a0.B),] < (ze (@.B)r]), (£ 区 exp{ § A oas) |) 


(epi [mora 


这 表明 E(a0.B) 为 [0,T] 上 的 一 致 可 积 著 ,在 上 述 第 一 个 不 等 式 中 取 4 = 2A 
T =T, 并 令 a ÉF 1, 得 EEOB)7] > 1. 由 于 E(9.B) 为 非 负 上 著 ， 从 而 有 
EJE(0.B)r] = 1 和 E(0.B) ABR. 口 

注 (1) 运用 上 述 同 样 的 证 明 方 法 可 得 如 下 更 一 般 的 结论 : 设 M 为 一 连续 局 


MB, Mo = 0. HJR E [ex {3007}| < 00, HA E(M) 0 <t <T, HB. 
(2) 由 定理 的 证 明 看 出 ( 见 文 献 Yan (1980c)): Novikov 条 件 可 以 减弱 为 


lim (£ GE f eas) ) a 1. 


(3) 设 M 为 一 连续 局 部 蒜 ,， Mo = 0. 假设 (M) < ct, 则 从 上 述 结论 可 得 如 下 
所 谓 的 指数 不 等 式 ( 见 文献 McKean(1969)): 对 任何 a > 0, 


l-a 


Plsup M, > at] < exp(—a?t/2c). (4.18) 
事实 上 , 注意 到 对 任何 a > 0, E[E(aM):] = 1, 根据 Doob 极 大 不 等 式 有 
Pisup M, > at] <P [supexp fam, z zem) } > exp (cat X zean, )| 
<P [supe(am), > exp (eat -— sare) 


1 
<exp (ot 十 sort) š 


然而 , 由 于 infos (-aat + at) = ad 故 得 (4.18). 
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84.3.5 Girsanov 定理 

下 一 定理 描述 了 等 价 概率 测度 改变 下 的 Brown 运动 结构 . 
定理 4.16(Girsanov TH) W (Bi)oxtsr 为 一 d 4 (F;)-Brown 运动 . > P* 
是 由 S| = 2(O.B)r 定义 的 与 P 等 价 的 概率 测度 . 如 果 0 < (C?[0,T)* 和 





EJE(0.B)r] = 1, 则 在 P* F, By = B; 一 9(s)ds 为 一 d 维 (F,)-Brown 运动 . 


证 明 ”我 们 采用 Lamberton 和 Lapeyre (1996) 中 的 证 明 . 将 €(0.B), WA Ly. 
对 每 个 1< i < d, 我 们 有 


(B*, L} = (B$, Lj = f l L,6°(s)ds. 
0 
并 利用 分 部 积分 公式 , 有 


t t 
BriL: = f L,(dBi — 6*(s)ds) + i BidL, + (B*, Lj 
0 0 


t t 
= f LdB} + | B*'dL,. 
0 0 


因此 (BML) A P- ARR AERE (Br) A P*- 局 部 款 ， 同 样 地 ， 能 够 证 明 

(By BY? 一 6ijt)Lt 为 P- ORR. 这 意味 着 (BY BY 一 6ijt) 为 P*- WAR. 因此 , 根 

据 Brown 运动 的 舟 刻 画 (定理 4.12), B* 为 P* 下 的 Brown 运动 . 口 
注 1 由 Girsanov 定理 , 在 概率 测度 的 等 价 改变 下 , 原 测 度 下 的 半 识 在 新 测 

BER DSR APR. 可 以 证 明 , 这 时 关于 半 款 的 随机 积分 在 概率 的 等 价 改变 下 不 变 . 
注 2 作为 Girsanov 定理 的 一 个 应 用 , 我 们 得 到 如 下 公式 : 


E(/(B*.)9(Bz)] = E[E(-0.B)r f(B-)9(Br)], 
其 中 f X C(O, T), RÀ) 上 的 一 Borel 函数 , C((0,7],R*) 表示 [0,7] 上 的 Re 值 连续 
函数 全 体 , g 为 Re 上 一 Borel 函数 . 事实 上 , 利用 条 件 期 望 Bayes 法 则 (定理 1.11) 
我 们 得 到 
EIB" oB =E (|, ) /1(B°)o(B}) 
=E*[E(-0.B"}r f (B*-)9(B})]. 

由 于 (Bt) 在 P* 下 为 Brown 运动 , 故 有 前 面 的 公式 成 立 

车 表示 定理 

下 面 为 Brown Gai A ZH. 证 明 是 根据 文献 Revuz 和 Yor (1999). 
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定理 4.17 ÙR (Ba) 为 [0,T] E— d 维 Brown 运动 , (FB) 为 其 自然 o- 代数 流 . 
WW (B) 关于 (FP) AA RAR, 即 对 任何 [0,T] 上 的 关于 (FP) 的 局 部 拷 M， 
都 存在 某 一 9 e (L?[0,T])*, 使 得 


t 
M: = Mo + f 6(s)dB,, 0<t<T. (4.19) 
0 


而 且 , 这 样 的 8 关于 测度 P x 和 是 唯一 的 , 其 中 入 为 [0,T] 上 的 Lebesgue 测度 . 
特别 地 , 任何 关于 (FB) 的 局 部 蒜 都 是 轨道 连续 的 . 


证 明 ”首先 我 们 证 明 对 任何 随机 变量 E e L, F, P), 存在 一 Ri 值 适应 过 
F f c (O, Ti 使 得 


-四 + | FOB. lke Ee] > e| f foras. 


容易 证 明 9 = {c+ (f.B)r: c € R, f € (H?(0,T])*} 为 Hilbert 空间 2(Q, FB, P) 
的 一 闭 子 空间 . 为 了 证 明 9 = L, FB, P), 只 需 证 明 存 在 9 中 的 一 子 空间 Go 使 
得 它 在 L, FR, P) 中 稠密 . 为 了 证 明 这 点 , 令 K 表示 所 有 具有 €(0.B)r 这 种 形式 
的 随机 变量 全 体 , 其 中 9 为 Ra 值 右 连续 阶梯 函数 , 并 令 Go 表示 由 K 张 成 的 线性 
子 空间 . 则 根据 定理 4.14, 有 Go CG. 

wT A [0,T] 的 一 给 定 划分 : 0= to < ti <- <tr =T, EE LQ, FB, P), H 
与 K EX. 我 们 定义 


plz ,Zn) = Blexp{ >> (2, 一 B, d}, zj E€ C4,1 <j<n. 
j=l 

这 里 上 标 “r” 表 示 向 量 或 矩阵 的 转 置 . 则 y 一 定 等 于 0, 这 是 因为 它 为 一 解析 函数 

HE R? LAS. 特别 地 ， 


ex Aj (Be; — Be,_1) 7é|= 
san{: > je 
这 表明 上 .了 在 映射 w> (Bu (w), , Be, (w) — Bui (o) e) 下 的 像 测度 为 零 ， 
为 它 的 Fourier 变换 为 零 . KAA 上 = 0, a.s. . 上 述 结 果 意 味 着 Go 在 LQ, FÈ, P) 
ha. 

设 M 为 一 [0,T] 上 的 (FB)- FARR. 由 上 述 已 证 结果 知 ，M 具有 形 如 
(4.19) 的 表示 . 特别 地 , 任何 平方 可 积 (FB)- BEES. 现在 假设 M 为 一 致 可 
BRR. 由 于 L, FE, P) 在 L, F8, P) PRM, 故 可 选取 一 列 平方 可 积 (F2)- $ 
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MO 使 得 . 
> 2"E [|M{") = Mr|| < 00. 


n=1 


由 Doob 极 大 值 不 等 式 有 
> [sm IM™ -Ml > 27”] < 5 2"E [Mf 一 Mr] < oo. 
n=1 n=1 


根据 Borel-Cantelli 引 理 , 在 [0, T] AM” 的 几乎 所 有 轨道 一 致 收敛 到 M 的 轨道 . 
因此 M 的 几乎 所 有 轨道 连续 , 从 而 为 局 部 平方 可 积 蒜 . 因此, 任何 局 部 (FB)- BRAY 
几乎 所 有 轨道 连续 , 并 且 具 有 表示 (4.19). 事实 上 , HM 为 一 [0,T] 上 的 关于 (FP) 
的 局 部 拷 , 则 有 停 时 列 Tn 17, A P(T =T) 一 1, 使 得 MI = Mo 十 0” (s)dBs, 
令 Qi = T, i<t<Ta] 则 得 (4. 19). o 

下 一 定理 源 于 Fujisaki-Kallianpur- Kunita (1972). 我 们 这 里 给 出 的 构造 性 证 明 
来 自 Lamberton-Lapeyre(1996). 


定理 4.18 ”在 定理 4.16 的 假设 和 记号 下 , WR (Fi) 为 (B) 的 自然 o- 代数 流 ， 
WA (Bz) 在 P* 下 关于 (F) RA Bate. 


证 明 ”用 Li RRE 5(6.B): 设 Mi A P* 下 的 局 部 蒜 ，Mo = 0. 则 由 条 件 期 
望 的 Bayes 法 则 (定理 1. 11) 知 , MiLi 为 P 下 的 局 部 拷 . 因此 根据 定理 4.17 知 ， 
存在 一 可 测 适 应 过 程 H, 使 得 


t 
Mil = | HsdB,. 
0 


故 有 f 
M: = L;? Í H.dB,, 
这 里 根据 It6 AA, 
Ly} =1+ f : L;1[-0(s)dB, + 0(s)?ds]. 
利用 分 部 积分 公式 可 得 


t 
M: = i. (L7 H, — M,0(3))dB*. 
0 
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84.4 Ito 随机 微分 方程 


4 (Q, F, (Fi), P) 为 一 随机 基 . 设 (Bi)t>o 为 d 维 (F;)-Brown 运动 ,0 < to < T. 
S b: [to T] x R” > R” Ñ o : [to, T] x R™ — M™? F Borel 可 测 映 射 ,其 中 mms 
为 所 有 m x d 矩阵 全 体 . 一 R” 值 连 续 (F,)- 适应 过 程 X 称 为 如 下 It6 随机 微分 方 
程 (SDE) 的 解 


dX; = b(t, X;)dt 十 a(t, X,)dB:, te to, Th; Xto = €, (4.20) 
Bp E= (El, Em) 为 Feo- 可 测 , 如 果 X 满足 随机 积分 方程 


t d t 
xi=e+ | t(s, Xo)ds+ > f ois(s, Xs)dBi, 1<i<m,té€ [to,T]. (4.21) 
to j=1 to 


这 样 的 解 称 为 SDE (4.20) 的 强 解 , 意思 是 它 是 基于 原始 驱动 的 Brown 运动 (Bi) 的 
轨道 . 特别 地 , > (FP) 为 (Bi) 的 自然 c- 代数 流 , WR EA FB- 可 测 , 则 强 解 关 
于 (Bi) WAR o- 代数 流 (FB) 是 适应 的 . 

关于 SDE 还 有 另外 一 种 解 , 即 弱 解 . 我 们 说 SDE (4.20) 有 一 初始 分 布 为 y 的 
弱 解 (X, B) , 如 果 存 在 一 适当 随机 基 上 的 Brown 运动 (B) 和 一 连续 适应 过 程 (Xe) 
使 得 Xo 服从 分 布 u, H. (4.21) 成 立 . 

MRA (X, B) 和 (X’,B) A SDE (4. 20) 的 两 个 定义 在 相同 随机 基 上 且 有 
相同 初 值 的 解 ，X 和 X 就 无 区 别 , 则 称 SDE (4.20) 的 解 具 有 轨道 唯一 性 (pathwise 
uniqueness). 如 果 只 要 (X, B) 和 (X’, B’) 为 SDE (4.20) 的 两 个 有 相同 初始 分 布 的 
弱 解 , X 和 X 就 有 相同 的 有 限 维 分 布 , 则 称 SDE (4. 20) 的 解 具 有 分 布 唯一 性 . 
可 以 证 明 , 如 果 SDE (4.20) 的 解 具有 轨道 唯一 性 , 则 它 也 具有 分 布 唯一 性 , 且 它 的 
每 个 解 都 为 强 解 ( 见 Revuz 和 Yor (1999), Chap. IX, 定理 1.7). 


§4.4.1 ” 解 的 存在 了 唯一 性 
FEX zeRm Aye Mm'a 我 们 分 别 定 义 如 下 范 数 : 
m d m 
lal? =$ r}, W= te(y77) = > 78? 


i=1 j=l i=l 


下 一 定理 是 有 关 随 机 微分 方程 (4.20) 解 的 存在 和 唯一 性 基本 结果 , 其 证 明 可 
在 有 关 随 机 分 析 的 著作 中 找到 . 


定理 4.19 WF bM o 关于 z 满足 Lipschitz 条 件 : 





lb(t, x) — b(t, y)| + lolt, z) — olt, y)| < Klz — yl 
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并 关于 r 满足 线性 增长 条 件 : 
b(t, x)| + |o(t, z)| < K(1+ |zl), (4.23) 


其 中 K 为 一 常数 , MA (4.20) 有 唯一 解 X. 而 且 , 如 果 对 某 个 常数 C> 0，1>1 
All E[IEL?”] < 00, 则 有 


E[ sup | Xi 的 < Ki + K2E[lél2*]. 
o<t<T 





$ MRAM o MRMLREH A BLipschitzAH, 即 对 每 个 正常 数 L, 存在 一 
常数 Ki, 使 得 关于 |z| < L,ly| < 工 的 z A y, (4.22) 得 以 满足 , 那么 (4.20) HAM 

线性 SDE 

如 果 (4.20) 中 的 b 和 o 为 z 的 线性 函数 : 


b(t, x) = G(t)z + g(t); olt,7) = (Hi(t)z + hy (t),--- , Halt)z + ha(t)), 


其 中 G(t) 和 Hi(t) 为 mx m 矩阵 值 可 测 函 数 , gt) 和 h(t) 为 Rm 值 可 测 函 数 , 则 
称 (4.20) 为 线性 SDE. 

为 了 符号 简单 , 我 们 在 (4.20) PR 如 = 0. 下 一 定理 给 出 了 线性 SDE 解 的 表 
达 式 . 
定理 4.20 ”假设 G,g, Hi, hi 为 局 部 有 界 可 测 函 数 , 则 线性 SDE (4.20) 的 唯一 解 


t 
x= (e+ f #;"4¥,), 
to 


d d 
aY, = (a(t) — DOO )at+ DB 
i=1 =1 
Bt 是 初 值 为 Bo = 工 的 齐 次 SDE 





其 中 






d 
d®, = G(t)®(t)dt + X` Hi(t)®edBi 


i=1 





的 解 . 如 果 G(t) = G 和 H;(t) = H;i, 1 <i <d, 不 依赖 t, 且 G, Hi,- ,Ha WH 
换 : 






GH; = HiG, HiH; = A; Hi, Vi, j, 






则 


. 122 ， BH WEA It6 随机 分 析 ， 





Watanabe (1971), 它 放松 了 定理 4.19 给 出 的 条 件 . 


定理 4.21 RR m=d=1. 为 了 (4.20) 有 唯一 解 , 只 需 AF r 连续 和 满足 
Lipschitz 条 件 , o 连续 且 有 


|c(t， Z) 一 a(t, y)| < p(|z = yl), 


对 所 有 z, y At, 其 中 p: R} 一 R+ 为 严格 增 函 数 , p(0) = 0 , 并 且 对 所 有 c > 0, 


有 


pr2(z)dz = œ. 
(0.€) 





§4.4.2 ”例子 
在 该 小 节 中 我 们 给 出 几 种 有 用 的 过 程 , 它们 为 SDE 的 解 . 
Ornstein-Uhlenbeck 过 程 


考虑 如 下 SDE: 
dX; = —cX;dt + odB,, Xo = £. (4.24) 


t 
X= et ( + o f edB, ). 
0 


# A Ornstein-Uhlenbeck 过 程 . 该 SDE 称 为 Langevin 方程 , AW Langevin (1908) 
首次 引进 该 SDE 用 来 刻画 Brown 运动 颗粒 的 速度 . 如 果 € 为 一 常数 或 者 正 态 随机 
变量 , 那么 (Xi) 为 Gauss 过 程 . 如 果 & ~ (0,62), 且 与 (Bi) 独立 , 则 对 s < t 
我 们 有 


其 唯一 解 为 


2 
E[X:] =0, cov(X。 Xt) = e€—ct—cs [5 F ze” = 1)|， 






2 
62 十 zo (em ~—1) 





p(Xt, Xs) = o2 . 
2 —(e2ct — 
ô? + ac(e 1) 


特别 , 如 果 o? = 2c62, 则 p(Xi, 义 ) = e7), Xt ~ N(0,82). 这 时 X 为 一 平稳 高 
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斯 过 程 和 时 齐 马 氏 过 程 . 扩散 过 程 X 的 转移 密度 为 
p(t; z, y) = dl a, 


— p—2et 
V 210 ise 
2c 





推广 的 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 
更 一 般 地 , 我 们 考虑 如 下 SDE: 


dX, = 一 bb)Xtdt + o(t)dB,, Xo = £, (4.24') 


其 中 b(t) 和 oft) 是 确定 性 函数 . 方程 的 唯一 解 为 


t 
X, =e (« + f e®a(s)dB, ), 
0 


其 中 l(t) = ji i b(u)du. 它 称 为 推广 的 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 . 如 果 € 为 一 常数 或 


者 正 态 随机 变量 , 那么 (Xi) 为 Gauss WH. WR E~ N(0,52), H E -5 (B) 独立 ， 
则 对 s < t 我们 有 


8 
E[X:] =0, cov(Xs, Xz) = eH) [o2 +f e)a? (u)du], 
0 . 






3 
a+ f e)a? (u)du 
a |) es 





P(Xt, Xs) = t ° 
a+ f e”) o? (u)du 
0 


该 过 程 为 Markov 过 程 , 其 转移 密度 为 


1 (一 edG-ta)z)2 


p(s, Zi 六 2) = YT t 
Bei(t) f eo? (u)du e~2I(t) / e”) 5? (u)du 
s 8 
(4.25) 


Bessel 过 程 
设 W(t) = (Wi(),… , Walt) X d HE Brown 运动 . 令 X; = X> Wilt)? 根据 
It6 AKA, 5 
d 
dX, = 29 Wi(t)dWilt) + ddt. 
i=1 
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d t 
i= f V XF W; (8)dW;(8). 
i=1 70 
d t 
(B, Br) = >> J X;1W;(s)?ds = t. 
i=1 70 


因此 由 Brown 运动 的 Lévy 蒜 刻 画 知 ,，B: 为 Brown 运动 , A X; 满足 如 下 SDE: 
dX, = 2(X;)2dB, + ddt. 

现在 令 6 > 0 为 一 实数 . 考虑 如 下 SDE: 
dX, = 2(X+)?dB, + 6dt, (4.26) 


Xo = x > 0, 其 中 yt = max{y, 0}. 可 以 证 明 (4.26) 有 唯一 非 负 强 解 ( 见 Revuz 和 
Yor (1994), 420—432). 方程 (4.26) 的 解 (Xe) BRAM zx 处 开始 的 5 维 Bessel 平 方 过 
程 . 如 果 6 > 2, 则 0 点 为 极点 , 即 对 几乎 所 有 轨道 , PEE t > 0 使 得 X(t) = 0. 
如 果 0 < 6 < 1 0 点 为 过 程 X: 的 吸收 边界 点 . 如 果 1 < 6 < 2,0 点 为 瞬时 反射 点 . 

令 R = VX. 称 Ri 为 6 维 Bessel 过 程 . GH [0,cc) 上 的 扩散 过 程 , 转移 密 


度 为 ws 
p(t;2,y) = (2) exp { _= i ya (2), z, y>0, (4.27) 





= 1 


6 TN} T\2n 
其 中 v= 5-1, L(z) = (3) (5) 为 指数 为 v 修正 的 第 一 类 


Bessel 函数 . 如 果 6 > 2, 则 R 从 不 到 达 0 A, 因此 根据 Ito 公式 有 


es 二 
aR. = lx jextap, + sat -3 # Xx dt 


6-11 
=dB; + 一 一 一 
t+ 2 R, 


但 是 对 5 < 2, 该 情形 就 不 再 简单 . 例如 , WR 5 = 1, 它 会 涉及 Brown 运动 的 局 
部 时 . 

刻度 和 时 间 变 换 了 的 Bessel 过 程 

考虑 如 下 SDE: 


dt. 


€ 
dX: = odaB: + xe 
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其 中 o 和 < 为 常数 . 如 果 令 R=“, 那么 


dR, = dB: + 与 亏 此 


因此 , 如 果 E 5 > 3 则 RR 为 5 维 Bessel 过 程 ， 其 中 5= 革 +1 接 下 来 我 们 假定 


dY, = odB, + vat —nYidt, (4.28) 
t 


EH o, e An 为 常数 我 们 将 证 明 该 SDE 有 一 弱 解 Yo, 且 该 解 为 刻度 和 时 间 变换 
的 Bessel 过 程 . 事实 上 , 令 Yi = f(t)Xi(o), 其 中 和 为 确定 性 可 微 函 数 ,7 递增 
A r(0) =0. 由 It6 公式 可 得 ， 

FO yedt + f(QlodB, wy + = 


f'(t) ef (t)r (t) 
= FO + f(t)odB,(t) + yt 


为 使 ¥, 为 (4.28) 的 解 , Be 


dY, =X, f'(t)dt + f(t)dX-(2) = 





“J (t)dt] 


O=, v(t) = [sey tds = 


令 


t 1 
We =f Ve roy 
则 Wi KF (Fry) 为 一 局 部 蒜 且 (W, Wr, = t, 故 Wi KF (Fre) 为 一 Brown 运 
By. 由 于 f(t) /7' E =1, RA 
dY, = odWi + yä — nY;dt. 


因此 , Y: 为 SDE(4.28) 的 一 个 弱 解 . 

Brown 桥 

令 Y, = Bı —tB,,t € [0,1]. W Y 为 一 Gauss 过 程 且 EY.Y,] = s(1 — t), 对 
s <t. 这 样 的 过 程 称 为 Brown H, 因为 它 0 时 从 0 处 出 发 并 在 1 时 返回 到 0 处 , 并 


且 在 时 间 (0,1) 中 , 它 很 像 Brown 运动 . 现在 我 们 来 指出 该 过 程 如 何 表示 成 一 SDE 
的 解 . 考虑 如 下 [0,t) 上 的 SDE : 


dX; = 





Xo =0, (4.29) 
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其 唯一 解 为 
Xi=(l -9 f 4B., t € [0,1). (4.30) 


X A— Gauss WH. 容易 验证 对 0 < s < t < 1 ,我 们 有 E[X。Xi] = s(1 一 t). 因此 ， 
X 与 [0,1) 上 的 Brown 桥 过 程 有 相同 分 布 . 特别 地 , 我 们 有 lime Xt = 0. 


§4.5 It6 扩散 过 程 


It6 SDE (4.20) 的 强 解 (Xe) 称 为 It6 扩散 过 程 . 称 b(t, x) 为 (Xt) 的 漂移 系数 ， 
o(t,z) 为 (Xi) 的 扩散 系数 MR b 和 o 仅 依 赖 c, BWAR (X) 为 时 齐 扩 散 过 
程 . 这 时 如 果 记 (4.20) 在 [s,00) 上 的 解 为 (XE7)t > s ,其 中 Xs = x, 那么 对 任何 
h > 0, Xs 与 X 有 相同 的 分 布 ， 

通过 将 时 间 参 数 t 添加 到 状态 变量 中 , 任何 非 时 齐 扩散 过 程 都 可 变 为 时 齐 过 
程 . 事实 上 , 对 一 非 时 齐 扩散 过 程 X 和 一 给 定 s > 0, > 


Y, = (s +t, Xt), b(t,z) =(1,b(t,2)), @(t, £) = (0,0(t,2)), 
则 有 
d = b(Y;)dt + G(Y;)dBy. (4.31) 
因此 (Ye) 为 时 齐 扩散 过 程 . 


定理 4.22 ”假设 (X,) 为 1t6 方程 (4.20) 的 强 解 , 系数 b(t,z) 和 o(t,z) KF (t,x) 
二 元 连续 , 且 满 足 定理 4. 19 的 条 件 , 则 (XL) 关于 (FP) 为 一 扩散 过 程 , 其 中 (FP) 
为 Brwon 运动 B 的 自然 o- 代数 流 . 而 且 , (Xi) 的 转移 概率 为 







P(s,2,t, A) = P(X; € A|X, = £) = P( X$” € A). 


此 外 , (Xe) 的 生成 算 子 为 


(4.32) 






At = 


1 a? d a 
3 aix(t, £) a + 2 b(t T) gz 


d 
i,k=1 
其 中 a(t, x) = o(t, £) o(t, x), WA 
aalt, 2) = X5 o! nokl, 2). 

l=1 


证 明 ” 记 By — Bilu > t) 生成 的 o- 代数 为 Ge. & Ac BRS). RS 


g(x, w) = Ia(X7"*(w)). 
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则 对 任何 z, g(z,-) 是 Ge 可 测 的 . 从 而 它 与 F 独立 . 然而 , 根据 解 的 轨道 唯一 性 ， 
Xi(w) = XPE (w) = XP w), 
因此 得 到 g(Xs,w) = Ta( Xi(w)). 最 后 根据 定理 1.11 可 得 
P(X: € A|Fa) = E[g(X。)|F] = Elg(z, -)Jlz=x. = P(X?" € A)le=x,- 


这 表明 P(X; € AF) = P(X; € AIX.) , 故 (4.32) 成 立 . o 


§4.6 Feynman-Kac 公式 


下 一 定理 是 Feynman-Kac 公式 的 一 般 版 本 ，Feynman-Kac 公式 提供 了 Cauchy 
问题 解 的 概率 表示 , 其 中 Cauchy 问题 为 


-9 +ku = Au +g, (t,x) € [0,T) x R? (4.33) 
使 得 

u(T,z) = f(x), z€R?. (4.34) 
这 里 A, 是 与 定理 4.22 中 给 出 的 扩散 过 程 (X) 相应 的 生成 算 子 , f : Ra 一 及 ,大 : 
[0, T] x Ri > R+ Al g: (0,7) x Ri > R HEERA, f 和 9 关于 zx 满足 多 项 式 增 
长 条 件 ( 见 如 下 (4.35)) 或 者 非 负 . 


定理 4.23 Wu HW (0,7) xR4 上 连续 实 值 函数 ,wu cch? AWA (4.33) 和 (4.34). 
假设 u 关于 r 满足 多 项 式 增长 条 件 : 







sup |u(t,z)| <C(1+|z|*), z eR, (4.35) 
O<t<T 


对 某 个 常数 C > 0, p21. 则 ww 具有 表示 





T 
( , )= E+ f(X ) = k(0, X, )db 
ne | ae J i } (4.36) 





+ | ss.x) om{ -f k(0, Xe)dg ds}, 


其 中 (Pt? t>0,c2 E€ RY} 为 联系 于 定理 4.22 中 的 Markov 过 程 (Xt) 的 概率 测度 
族 . 特别 地 , 方程 (4.33) 和 (4.34) 的 满足 多 项 式 增 长 条 件 的 解 是 唯一 的 . 


证 明 在 [t,T] 上, 令 






M, = u(s, Xs) exp {- a k(0, X9)d0} + fe g(r, X,) exp{— J. k(0, Xo)dð} dr. 
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根据 It6 公式 并 利用 u 为 (4.33) 的 解 这 个 事实 , 我 们 推 知 在 每 个 测度 Pe F, 
M, = Me + i “exp{ z f ” k(O, Xo)dð}o(r, xl, X,)dB,. 


因此 (M。) 为 [t,T] ERR HF uf 和 9 关于 c 满足 多 项 式 增 长 条 件 , Ak 
非 负 , 所 以 有 


正 [supl<s<r [Msl] < C(L 十 下 supt<s<r|Xs2) + C(T — t)(1 + Esup,c scr |X|") 
< C(1 +T —t)(1+ Ki + Ke|z|?#) < œ. 


因此 , (Ms) 在 |t, T] 上 为 Pir- BR, 从 而 , u(t, 2) = M: = Et? [Mr]. 口 
注 BW A [0,7] xR! 上 连续 实 值 函数 , veCL” 为 如 下 Cauchy 问题 的 唯 
一 解 : 
= +kv = Aw +g, (t,x) € (0,T) x R$, (4.37) 
满足 初始 条 件 
v(0,2) = f(z), «ER. (4.38) 


此 外 假设 v 关于 z 满足 多 项 式 增 长 条 件 . 则 类 似 可 证 v 具有 如 下 表示 : 


v(t, 2) = EY K exp {- i k(0, Xe)do} 


+ f E AT {- 人 k(t- 0, Xo)ag} a l 


§4.7 Snell 包 络 (连续 时 间 情 形 ) 


设 (Q, F, (Fr), P) 为 一 满足 通常 条 件 的 随机 基 . 
定理 4.24 (Snell BH) B (Z) 为 一 类 D 循序 可 测 过 程 . > 


(4.39) 


Xt = ess sup E[Z,|F;], (4.40) 
TET: 


其 中 五 为 取 值 大 于 或 等 于 上 的 (Fi) 停 时 全 体 . 则 (Xi) 是 控制 (2Z) RER, 
且 有 右 连 左 极 修正 . 此 外 , 对 上 > s 有 





E[X;|Fs] = ess sup E[Z,|F,]. (4.41) 
TET: 


证 明 ”选取 mm eT, 使 得 
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Xt = sup E[27, |Fi]. 
n>1 


2 An = [E[Z,,.-1|Fe] 2 E[27, |F4]], 
1=T1, On=On-1la, +Tlac, n22, 
则 On € Ti, 且 由 归纳 法 得 
E[Z.,.|Ft] = Ia,E[Zo,_1|Ft] + TaycE[Zo,|Fe] 
=max{E[Z,,,_,|F:], E[Z,,, |F:]} 
=maxE|Z,,|Fi: 
ign 


由 于 
Xt = lim max E[Z,,|F;], 


n= lgicn 
故 由 条 件 期 望 的 单调 收敛 定理 得 
E[X,|F5] = lim E[Z,,,|Fs] < ess sup E[Z,|Fs] 
n-—-co TET: 


< ess sup E[Z,|Fs] = Xs, 
TET, 


RAE (4.41) 中 的 < 成 立 , 但 > 显然 成 立 , 故 (4.41) 得 证 . 另外 , 上 一 不 等 式 表 明 
(Xz) 是 控制 (2) HDL. 容易 由 (Z) 的 类 D 性 证 明 (E[Xi]) 是 右 连续 的 , 故 
由 定理 414, (X) 有 右 连 左 极 修正 . oO 


§4.8 倒 向 随机 微分 方程 


倒 向 随机 微分 方程 最 先 由 Pardoux and Peng (1990) 引入 . 本 节 简 单 介 绍 倒 向 
随机 微分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 . 有 关 倒 向 随机 微分 方程 理论 在 金融 数学 中 的 
应 用 , 读者 可 参见 文献 El Karoui et al. (1997). 

令 (Q, F, (Fr), P) 为 一 随机 基 . 设 (Bs):>o X d HE Brown 运动 , (Fe) 是 (Be) 的 
自然 o- 代数 流 . 对 于 任 一 te (0,7), 我 们 以 M(0,t; R”) 记 满 足 


t 
ilolle = E f |u| dt < oo 
0 


的 (无 )- 适应 的 R- 值 的 过 程 全 体 . Ciki | le 构成 一 Hilbert 空间 . 
本 节 讨 论 如 下 形式 的 倒 向 随机 微分 方程 (backward stochastic differential equa- 
tion, 简称 为 BSDE) 


T T 
Y%=€+ J g(s, Ys, Zs)ds 一 / ZsdW, (4.42) 
t t 


. 130 - BOR WEA It6 随机 分 析 


其 中 & 为 Fr 可 测 的 平方 可 积 随机 变量 ， 
g = g(w,t,y,z) : Q x [0, T] x R” x R™*4 一 R”, 
对 每 一 个 (y,z) ER™ x R™™4, g(-,y,z) 是 R™- 值 的 (Fe) 适应 的 过 程 , 并 满足 
(H1) a \9(-,0,0)|ds € L?(Q, Fr, P; R). 


我 们 还 假设 g 关于 (y, z) WA Lipschitz RE: 
(H2) Vy, y ER”, z, z' E R™*4, 


lg(t, y, 2) — g(t,y,2)| < C(ly—y'| + |z — 2')). 


问题 是 要 找 一 对 (F,)- 适应 过 程 (Y, Z) e M(0,T;R™ x 及 mxd) 满足 (4.42). 
注 (Ye) 是 如 下 的 Ito 过 程 : 


t t 
r=-%- f gls, Yo, Zo)ds+ | ZsdW,. 
0 0 


我 们 先 考虑 9 是 不 含 变量 (y, z) 情形 . 
引 理 4.25 WAER EELO, Fr, PR) 及 满足 如 下 条 件 


E ( f : ws) | < œ 


的 gol), 存在 唯一 的 一 对 过 程 (Y, Z) € M(0,T;R! x R3), 满足 








Y%=€+ 4 go(s)ds 一 三 Z,dW,. (4.43) 
此 时 若 gol) € M(0,T;R), 则 对 任 给 的 正常 数 6, 我 们 有 如 下 基本 估计 : 
|Y? + Et as + ZF] eB(s-t)gs 
t i 
< EléPe 9 + gE” | lgo(s)Pepe-9ds， (4.44) 
B t 
其 中 E” 表示 条 件 期 望 算 子 EF). 特别 地 ， 


T T 
por +e | f [Siva + za? onda] < ElePen + 人 moeras. 


(4.45) 
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证 明 令 
M, =E" e+ f ml í 
显然 (Me) 是 平方 可 积 蒜 . 由 Brown BRR CH, 存在 唯一 的 适应 过 程 (Z) € 
M(0,T; R*) 使 得 ; 
Mi: = Mo +f ZdWs, 
0 
从 而 有 A 
M, = Mr - | Z,dW,. 


我 们 记 | | ， 
Yee f go(8)ds = Mp — fi go(s)ds — J Z,dW,. 
0 0 t 


注意 到 Mr = € + f : go(s)ds, 从 而 立刻 得 知 ( Z) 满足 (4.43). 
0 
为 证 (4.43) 解 的 唯一 性 , 只 需 证 明 估计 (4.44). 为 此 先 考 虑 5 和 go 为 有 界 情 


形 . 此 时 由 
w ig 
Ed f ote 


知 (Ye) HAF. 在 区 间 [t, T] 上 对 |Y|?e8(s- 应 用 Ito 公式 得 


Y, =E” 





T 
maA f I + 1Z,)}e%-Yds 
i T T 
= |€|2e(T-9 + f 2Y, go(s)e ds 一 f eF(*-*) oY, Z,dW,. 
t t 
由 于 Y, 为 (Fo 可 测 , 在 上 式 两 端 关 于 Fe 取 条 件数 学 期 望 得 
Ya 
IY. +E” f [BIYsl? + |Ze|7]e%°- ds 
t 
T 
= EF" ||¢|?ePT-9] + EF: i Dns) 
t 
i 
Farjel2 BT-t) Fe By, 2 2| ,8(s-t) 
<E [lée ]+E / Eig + 3l9o(s))| Je as 


对 于 一 般 情形 的 5 和 go, 我 们 令 


E” := (EAn) V (=n), 90(s) = (go(s) An) V (-n), 
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T T 
Yr :一 如 +f 96 (s)ds -f Zr dW,. 
t t 


此 时 有 估计 


ror +E? 





TI 
f [Fier + zee] Pas 
t 2 
2 T 
SEF en PeA -0] + ZEF | | log(e)Pese-9ds| ， 
t 
以 及 
T [6 
ef [Fv -Yt + Ize- zi] eds 
n gkj2,8T) 2 fau k(¢\|2,88 
SEIE” — [eT] + 5E | | lgl) — of(s)PePas] . 


第 二 个 不 等 式 说 明 过 程 {Y°} 和 {2"} 都 是 M(0,T) 中 的 Cauchy 序列 , 从 而 在 第 

一 个 不 等 式 两 边 令 n 趋向 co 即 得 (4.44). 口 
下 面 给 出 一 般 倒 向 随机 微分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 . 

定理 426 Kg 满足 (H1) 及 (H2). 则 对 于 任何 给 定 的 终端 条 件 & e 

L?(Q, Fr, P; R™), BSDE (4.42) 存在 唯一 的 一 对 (F;)- 适应 过 程 (Y, Z) € M(0,T; 

R™ x R™*¢) 满足 BSDE (4.42). 


证 明 ”由 引 理 4.25( 多 维 情形 推广 ), 对 任意 给 定 的 (y, z) e M(0,T;R™xR™?) 
如 下 BSDE 













T yi 
eee f APERET A f Z,dW, 
t t 


有 唯一 解 (Y, Z) e M(0,T;R™ x R™™4, RAEI — HW KAI ARE I. 
我 们 在 基本 估计 式 (4.44) 中 国定 6 = 8(1 + C2), 其 中 C 是 9 ÉI Lipschitz # 
数 . 现在 空间 MO, T; R”) 中 引入 一 个 与 原 范 数 等 价 的 范 数 : 


3 
T 
lv(*)|a = g peras} i 


下 面 将 证 明 映 像 了 在 范 数 | .le 下 是 严格 压缩 的 . 
对 M(0,T;R™ x R™*4) 的 任意 两 对 元 素 (y, z) 及 (yz), 记 


(Y, Z) = I[(y,z)], (Y°, Z) = Ha’, 2’), 
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Hi@H#E (9,2) = (y -yz - 2’), (Y,Z) = (Y -Y',Z- 2’). 由 基本 估计 (4.44) 
和 (H2) 得 


ai B P 5 s 2 S to 8 
E | (Fier + 2) essds < 3E S |g(s, Ya, zs) — 9(8, y,24)|?e%*ds 
2 T 
& TE f lĝsl? + |20I]e*ds. 
 B=8(1+ c?) 得 
T x 
E| UPP + |2sPleds < 3E | al? + les eds, 
即 有 (È, Ê)ls < alla. 让 le. 从 而 工 是 M(0,T;Rm x Rmxa) 到 自身 中 的 一 个 严格 
压缩 映像 . 由 不 动 点 定理 知 BSDE (4.42) 有 唯一 的 解 . 口 


第 五 章 Black-Scholes 模型 及 其 修正 


我 们 在 第 三 章 研 究 了 离散 时 间 金 融 市 场 模 型 , 这 些 模 型 适合 定性 研究 和 统计 分 
析 . 然而 , 从 理论 研究 看 , 连续 时 间 模 型 被 证 明 是 一 个 很 方便 的 框架 , 这 主要 得 益 于 
能 够 借助 随机 分 析 工 具 . 在 期 权 定价 和 对 冲 以 及 投资 组 合 研究 方面 , 用 随机 分 析 工 
具 经 常 能 够 导致 显 式 解 或 者 解析 表达 式 . 

在 20 世纪 70 年 代 早 期 , Black 和 Scholes(1973) 在 期 权 定价 理论 方面 做 出 了 
突破 性 的 贡献 , 他 们 给 出 了 欧式 期 权 的 显 式 定价 公式 . 然而 , 实证 数据 表明 , Black- 
Scholes 期 权 定价 公式 存在 一 些 偏 差 , 主要 体现 在 两 个 方面 : (1) 不 同 执行 价 的 买 权 
的 隐 含 波动 率 随 着 执行 价 与 股票 的 当前 价格 的 偏差 增 大 而 增 大 , 呈现 U 字 型 , 并 且 
隐 含 波动 率 的 U 字 型 图 像 不 是 对 称 的 ; (2) 对 数 回报 率 的 经 验 分 布 与 正 态 分 布 有 较 
大 偏离 ,有 厚 尾 现 象 . 在 过 去 30 FE, 期 权 定价 在 理论 和 实证 研究 上 都 得 到 了 突 飞 
猛 进 的 进步 , 在 实际 应 用 方面 也 一 样 . 

本 章 介 绍 Black-Scholes 期 权 定 价 模型 的 主要 思想 和 结果 , 以 及 它 的 修正 模型 . 
§5.1 节 介 绍 未 定 权 益 定 价 和 对 冲 的 蒜 方 法 , 并 推导 出 欧式 期 权 的 Black-Scholes 公 
A; 对 美式 未 定 权 益 的 定价 问题 也 进行 了 简要 讨论 ; 85.2 节 给 出 期 权 定价 的 若干 例 
子 ; 在 85.3 节 , 我 们 介绍 Black-Scholes 公式 的 实际 运用 ; 在 §5.4 节 , 针对 Black- 
Scholes 期 权 定价 公式 中 的 偏差 , 介绍 Black-Scholes 模型 的 几 种 修正 . 


85.1 未 定 权益 定价 和 对 冲 的 款 方 法 
本 节 介 绍 Black-Scholes 模型 , 并 在 Black-Scholes 模型 下 给 出 未 定 权益 定 价 和 
对 冲 的 鞭 方 法 . 
§5.1.1 Black-Scholes 模型 


考虑 一 个 由 两 种 资产 组 成 的 证 券 市 场 : 一 种 风险 资产 , 简称 为 资产 , 一 种 无 风 
险 资产 (例如 银行 帐户 ). 假设 资产 不 分 红 . 根据 二 叉 树 模型 中 近似 连续 交易 情形 的 
讨论 , 可 以 合理 地 假定 资产 的 连续 时 间 价格 满足 如 下 It6 随机 微分 方程 


dS; = S+(udt + odB:), (5.1) 


其 中 So > 0,u Mo 为 常数 , (B) 是 定义 在 随机 基 (Q, F, (Fe), P) 上 的 Brown 运 
动 ， 我 们 假定 o 代数 流 (F:) A Brown 运动 (B) 的 自然 o 代数 流 ， 该 模型 源 自 
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Black-Scholes (1973) 的 开创 性 文章 , 称 为 Black-Scholes 模型 . 这 样 的 过 程 (5:) RA 
几何 Brown 运动 , 也 称 为 对 数 正 态 过 程 , 因为 由 定理 4.14 有 


St = So exp {(u 一 + oB}, (5.2) 


所 以 log(St) 服从 正 态 分 布 . 称 u A (a) 期 望 收益 率 , o 为 S 的 波动 率 . 这 里 需 
要 注意 的 是 连续 复合 收益 率 log(St/So) 与 期 望 收益 率 不 相同 . 假定 银行 帐户 的 价值 
WE (6) WE, 

dpi = rBedt, (5.3) 


其 中 r 为 无 风险 利率 . 以 后 我 们 总 假定 Bo = 1 , 因此 b =e". 

假定 市 场 是 无 摩擦 的 , 意 指 不 存在 交易 成 本 , 没有 买卖 价差 , 对 诸如 保证 金 要 
求 或 卖 空 等 无 限制 , 没有 税收 , 借贷 利率 相等 , 资产 无 限 可 分 . 另外 , 假设 资产 交易 
在 时 间 上 是 连续 发 生 的 . 一 交易 策略 是 一 对 (F,)- HWW {a,b}, HB acl? A 
be CL 其 中 alt) 表示 t 时 持 有 的 资产 份额 , b(t)Be 为 t 时 投资 在 银行 帐户 上 的 总 
资金 . 这 里 : 

-es A 2 
L = {o:ve>0, f 0(s)?ds < oo}, 


h a : s 
C = {o:vt>0,, I 19(s)|ds < oo}. 
因此 投资 组 合 {fa, 寻 在 上 时 的 财富 Ve 由 下 式 给 出 ， 
Ve = a(t)S; + b(t). 


称 一 交易 策略 {a,b} 是 自 融 资 的 , 如 果 它 的 财富 改变 仅仅 是 由 投资 组 合 中 资产 价格 
的 变化 所 引起 , 即 对 所 有 的 t, 有 


dV, = a(t)dS; + b(t)dpBe, 


或 者 等 价 地 ， 
dV: = rV,dt + a(t)[dS; = rSidt]. {5.4) 


相反 地 , 对 任何 适应 过 程 ce L? 和 x > 0, (5.4) 的 解 (Va (Vo = z ) 为 自 融 资 策略 
{a,b} 的 财富 过 程 , 其 中 b(t) = e~"t[Vi — a(t) Si]. 

设 {a,b} 是 一 自 融 资 策略 , (4) 是 它 的 财富 过 程 , 称 该 策略 为 一 套利 策略 ,如 
BV = 0, EFE t > 0, 使 得 Vi > 0,P(V > 0) > 0. 称 一 自 融 资 策略 为 容许 的 
(admissible), 如果 它 的 财富 过 程 非 负 . 称 一 自 融 资 策 略为 许可 的 (allowable), 如 果 
存在 一 正常 数 c 使 得 Vi > —c(e™ + Se), 对 所 有 的 te [0,7], 其 中 Vi 为 该 策略 在 时 
刻 t 的 财富 . 
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85.1.2 ”等 价 蒜 测度 


设 (Xi) 为 一 随机 过 程 .  X, = Xie“, HK (Xe) 为 折 现 过 程 . MALE HR 
方法 的 出 发 点 源 于 如 下 观察 . 





WEA {a,b} 为 一 自 融 资 交 易 策 略 . 那么 由 (5.4) 得 


dV, =—V,re~"tdt + e~"*dV; 
=a(t)[S¢d(e~™*) + e~ "dS; 
=a(t)dS;,, 
得 证 (5.5). 同 理 可 证 (5.5) AA (5.4). 口 
我 们 将 证 明 存 在 唯一 概率 测度 P* 等 价 于 P, 使 得 过 程 (S) 为 一 P*- BR. 为 了 
说 明 这 点 , 将 (5.1) 改写 为 
dS; = Si[(1 — r)dt + odB,}. 


如 果 令 E aP a = E€(-0.B)r ,这 里 9(t) = 0 = (u — r)/o, 那么 由 Girsanov 定理 ( 定 
理 4.16) 知 By = B; + Ot 为 一 P*-Brown 运动 , H 


dS, = Siod B}. (5.6) 


因此 (5) 为 一 P*- Re. 容易 看 出 这 样 的 概率 测度 P* 是 唯一 的 . 
WT > 0, Fr- 可 测 的 非 负 随 机 变量 称 为 执行 时 刻 为 工 的 欧式 未 定 权 益 . Dudley 
(1977) 的 一 个 结果 表明 : 在 Black-Scholes 模型 下 , 对 任何 执行 时 刻 T 的 欧式 未 定 


T 
权益 上 , 存在 一 适应 过 程 we C2 使 得 二 f a(s)d5,. 这 意味 着 如 果 我 们 对 自 融资 
0 


交易 策略 不 加 以 一 定 的 限制 , 则 市 场 存 在 套利 机 会 . 

根据 引 理 5.1, 一 自 融 资 策略 的 折 现 财富 过 程 在 P* 下 为 一 局 部 蒜 . 因此 , 对 一 
许可 的 自 融 资 策 略 来 说 , 它 的 折 现 财富 过 程 (V 为 一 Pt LB WHERE RAR AE 
负 P*- RRRA P*- RE. 事实 上 , WR V, > -el +s), ,c>0, 那么 


= Vi+c(1+ $+) —c(1+ &). 


从 而 在 Black-Scholes 模型 下 , 市 场 对 所 有 的 许可 策略 是 无 套利 的 . 这 里 需要 强调 的 
是 , 当 我 们 说 市 场 “ 无 套利 ”时 , 需要 指出 市 场 对 哪 类 自 融资 策略 是 无 套利 的 . 
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我 们 称 概率 测度 P* HTH LEAF ose. 与 此 相对 照 , 正 称 为 客观 (objective) 
概率 测度 . 另 一 方面 , (5.6) 可 以 改写 成 


dS; = Silrdt + odB?]. (5.7) 
意 表明 在 概率 测度 P F, 风险 资产 的 期 望 收益 率 等 于 无 风险 收益 率 r. 基于 这 个 


原因 , 等 价 拷 测度 也 称 为 风险 中 性 概率 测度 . 
注意 到 (5.7) 可 以 写成 


dS: = Sel(r + o6)dt + odB;), 


其 中 6= E-I. 称 9 为 风险 的 市 场 价格 , 它 代 表单 位 风险 在 无 风险 收益 率 之 外 的 


超额 收益 率 . 为 更 深刻 地 解释 风险 的 市 场 价 格 的 经 济 含 义 , 我 们 设想 在 市 场 上 有 另 
一 风险 资产 , 该 资产 不 分 红 , 其 价格 过 程 (Wi) 满足 如 下 It6 过 程 


dW, = W,[urdt + o.dBi]. 
折 现 价格 过 程 (Wi) 满足 
dW, =Wil(p — r)dt + ordB:] 
= W,[(ue — r — 0)dt + ord BY]. 
为 了 使 市 场 无 套利 , (We) 必须 是 一 P- ABR. 从 而 我 们 必须 有 ou — r) = 0. 


这 表明 在 无 套利 市 场 中 , 对 具有 相同 不 确定 性 源 的 资产 而 言 , 它们 必须 有 相同 的 风 
险 市 场 价格 . 


85.1.3 ”欧式 未 定 权 益 的 定价 和 对 冲 


BE 为 一 欧式 未 定 权益 , 执行 时 刻 为 T. 设 {a,b} 是 一 自 融资 策略 ,( 岂 ) BE 
的 财富 过 程 , 如 果 Vr = E, 称 该 策略 复制 €. 下 一 定理 表明 : 在 Black-Scholes 模型 
描述 的 市 场 中 , 任 一 P*- 可 积 欧式 未 定 权 益 都 能 被 一 容许 自 融 资 策略 所 复制 . 


定理 5.2 HEA P- 可 积 欧式 未 定 权 益 . 则 存在 唯一 的 复制 上 的 自 融 资 容许 
策略 {a,b}, RM BW (Vi) 为 


Ve = E* [e TIEF], 
BA H € L?[0,T), 使 得 dV; = HidB*. 此 外 有 


a(t) = Hi/ (0$). 





特别 地 , 如 果 Ve = F(t, Se) , F € C*?((0,T) x R+), WA a(t) = F(t, Se). 
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证 明 WV, h (5.8) 给 出 . 由 于 (V) 为 P*- BR, 又 (F) 也 是 (BT) 的 自然 
代数 流 , 由 Brown ZA MRR EER, 存在 一 H © C2 使 得 


=i +f H,dB}, t €(0,T]. 
ii ~ ~ me 
a(t) = H,/(oS,), b(t) = Vi — a(t) Se. (5.10) 
则 {a,b} 为 E 的 一 复制 策略 , A (Vi) 是 其 财富 过 程 . 由 (5.6) 和 (5.10) 有 
a(t)dS, = a(t)S,odB} = HidB* = dv. 


因此 根据 引 理 5.1 知 , 交易 策略 {a,b} 是 自 融 资 的 和 容许 的 . 
RM {a,b} 为 一 复制 的 容许 自 融 资 交易 策略 . 那么 根据 (5. 5) 和 (5.6), 有 


dV, = a(t)oS,dB}, 


从 而 立即 得 到 (5.9), 这 一 说 明了 {a,b} 是 唯一 的 复制 上 的 自 融资 容许 策略 . 
现在 假设 Vi = F(t, St), F € C?((0,T) x Rt). 我 们 断言 a(t) = Felt, Se). 事实 
上 , 由 It6 AÑ, 


dV; =d(e" F(t, Sı) = e-"*F, (t, S;)dS; + “dt” 项 


=F,(t, Se)d5 + “dt” 项 
= F(t, Se) Stod B$.. 


由 定理 4.2 知 , 这 里 第 二 个 等 式 中 的 “dt” 项 必须 为 零 , AW (V) 和 (5,) 都 是 P*- 
Be. 因此 从 (5.9) BI a(t) = F(t, St). 口 

WE 为 一 P*- 可 积 欧式 未 定 权 益 . 根据 定理 5.2, 如 果 定 义 Vy AAEM ME 在 
t 时 的 价格 , 那么 对 该 未 定 权益 的 买卖 方 来 说 都 不 存在 套利 机 会 . 称 未 定 权益 的 此 
类 定价 方法 为 套利 定价 . FA (5.8) 称 为 风险 中 性 定价 公式 . 


定理 5.3 ”如 果 欧 式 未 定 权 益 具 有 形式 上 = f(Sr), 那么 其 价格 过 程 可 以 表示 成 
V; = F(t, S:), 其 中 






_ 42 
F(t, £) =e""(T-) ~ Fete eet) dhl (5.11) 
) 了) = ee lon yY- . 





证 明 ”我 们 将 Sr 写成 


Sr = S,exp{(r — 0/2)(T — t) +o(B+ — Bi)}. 
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由 于 S: 是 五 可 测 的 , A B4 一 Bi 与 Fi 独立 , 根据 (5.8) 和 定理 1.10 有 


V, = E* [eT f (wexpf(r — 0° /2)(T — t) + o( By — B;)}) = 


定理 5.4 $ f(x) =(c—K)*, W E= (Sr 一 K)+ 为 一 欧式 买 权 . 作为 公式 (5.11) 
的 一 个 特例 , 我 们 得 到 & 的 价格 过 程 为 到 = C(t, S:), 其 中 


C(t,z) = zN(dl) — Ke "(Tt N (də), (5.12) 


NG) 为 标准 正太 分布 函数 (NG) = | aon {-E hay), a 


log(22/K) + ( n 50?) (T-t) 
ovyT -t i oVvI -t 


ye (r m 30°) (T-t) 





(5.13) 


公式 (5.12) 称 为 欧式 买 权 的 Black-Scholes 公式 . 利用 买 权 - 卖 权 平价 公式 , 可 
得 欧式 卖 权 相应 的 Black-Scholes 公式 : 


P(t, £) = Ke~*7-9 N(—d2) — £N (—d;). (5.14) 


这 表明 欧式 卖 权 上 = (Sr — K) 的 价格 过 程 (V) 由 Vi = P(t, Se) 给 出 . 
由 定理 5.3 AH, Black-Scholes 模型 的 一 个 重要 特征 就 是 风险 资产 的 期 望 收 
益 率 y 并 没有 出 现在 Black-Scholes 公式 中 ， 更 一 般 地 ,如 果 我 们 用 一 适应 过 程 


(u(t)) 替代 (5.1) 中 的 常数 u, 使 得 E oe f woas) < œ, 其 中 8(t) = 
(u(t) —7)/o, & 


dP 





= €(-0.B)7, Bi = B+ f i 6(s)ds, 

Fr 0 

则 (5.6) 仍然 成 立 ， 从 而 Black-Scholes 公式 适用 于 该 情形 ， 该 重要 事实 首先 由 
Merton(1973) 发 现 . 我 们 将 在 第 7 章 的 7.3.1 节 介 绍 一 般 化 的 Black-Scholes 模型 
的 Merton 形式 . 


85.1.4 ”美式 未 定 权益 定价 


现在 我 们 转向 Black-Scholes 框架 下 的 美式 未 定 权益 定价 问题 . 为 简单 起 见 , 假 
定 资产 不 派发 红利 . 在 连续 时 间 情 形 下 , 自然 地 定义 一 美式 未 定 权益 为 一 非 负 适 
应 过 程 (jz)ostsz. 为 简单 起 见 , 我 们 仅 考虑 具有 形式 h = g(5,) 的 美式 未 定 权益 . 
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g 称 为 回报 函数 (reward function). 对 买 权 来 说 , g(x) = (x 一 K)*, 而 对 卖 权 来 说 ， 
g(x) = (K — 2). 

与 离散 时 间 情 形 相 似 , 为 了 定价 美式 未 定 权益 , 我 们 需要 引入 交易 -消费 策略 . 
这 样 的 策略 由 一 交易 策略 = {a,b} 和 一 初 值 为 0 的 连续 非 降 适应 过 程 ( 称 为 和 累积 
消费 ) (Ci) 构成 , 使 得 交易 策略 $ 的 对 应 的 财富 过 程 (Vi) ( 即 VCA) = a(t) S,+0(t) 4) 
满足 如 下 方程 : 


a(t)S; + b(t)}B: = a(0)So + b(0) + 站 a(s)dS, + I ' b(s)dBs — Ct, vt € [0, T]. 
0 0 
容易 证 明 : 对 任 一 交易 -消费 策略 kb, Ch V) + | “e-rsdC, 为 P'- FARR. 交 
易 -消费 策略 (4, C) 称 为 美式 未 定 权益 (he) 的 超 对 冲 策略 (super-hedging strategy), 
如 果 对 所 有 的 te [0,7], Vild) > he, as. . 
令 Tar 表示 在 bT) 中 取 值 的 所 有 停 时 全 体 . 令 


Dlt) = sup Et [et dg(zexp{(r ~ (07/2))(r — t) +o(B; ~ Bi)})] 
这 里 假定 g(z) < A+ Bz , 因此 B(t,z) 有 定义 . 由 于 
S,exp{(r — (0?/2))(T — t) + a(B} — Bi)} = Sr, 
故 根据 定理 1.11 有 
e-"t®(t, S+) = ess sup E* [e-""9(S,)|Fi] 
由 定理 4.24 知 , 过 程 ec O(t, St) 为 控制 过 程 eg(5Se) 的 最 小 上 挝 . 


下 一 定理 为 美式 未 定 权益 定价 方面 的 主要 结果 . 关于 证 明 , 读者 可 参看 Kara- 
tzas & Shreve (1988), p.376-378. 


定理 5.5 ”存在 交易 -消费 策略 (4, C), 使 其 超 对 冲 (9(5:)), E Velo) = S(t, Se), 
Vt € [0, T]. 此 外 , 对 任 一 超 对 冲 (9(S:)) 的 交易 -消费 策略 (w, C), 我 们 有 Vey) > 





(t, Si), Yt € [0,7]. 


PK O(t,S:) 为 美式 未 定 权益 在 t 时 的 卖方 价 . 
下 面 的 定理 表明 : 如 果 标 的 资产 不 分 红 , 美式 买 权 和 欧式 买 权 在 任 一 时 间 t 都 
有 相同 价格 . 


定理 5.6 ”如 果 标 的 资产 不 分 红 , 对 美式 买 权 来 说 , 即 g(z) = (x 一 KK)+, 我 们 有 





H(t, 2) = C(t, rz), 其 中 C 由 (5. 12) 定义 . 
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证 明 ”我 们 只 考虑 t = 0 时 的 情况 , 其 他 情形 类 似 . 因为 S, 为 P*- BR, 对 在 
[0,T] 中 取 值 的 任意 停 时 7, 有 
Š, —e-"T K =E*(e~"? (Sp — K)|F;] < E*[e~"7 (Sp — K)+|F,), 
从 上 式 得 到 
(S, —e"7"K)* < (Š, —e-"7 K)* < E*[e"7 (Sp — K)*|F;]. 


两 边 取 期 望 , 得 
E*[(S, — e~"7 K)*] < E*[e~"7 (Sz — K)+]. 


这 蕴含 了 要 证 的 结果 成 立 . 口 
现在 我 们 转向 美式 未 定 权 益 的 最 优 执行 问题 . 令 re Tor. 如 果 在 停 时 7 处 执 
行 美式 未 定 权 益 , 那么 在 P* 下 的 期 望 折 现 损益 为 


Vo = E* [e7 9(S;)] : 
2 
r= inf ft € [0,7] : D(t, Se) = 9(51)}. (5.15) 


那么 7* 是 Tor 中 使 VS 最 大 化 的 停 时 . 因此 将 7* 视 为 该 美式 未 定 权益 的 最 优 执 
行 时 刻 是 合理 的 . 对 一 美式 卖 权 , > 


c(t) = sup {z ER, : O(t,2) = (K — 2)*}, t<T. (5.16) 
那么 
T* = inf ft € [0, T]: S: < c(t). (5.17) 
c(t) 为 t 的 非 降 函 数 , 称 为 临界 价格 (或 者 最 优 停止 边界 ). > 
C = {(t,z) € [0,7] x Ry : £ > c(t)} = {(t,z) € [0,7] x Ry : O(t,2) > (K —2)*}. 


称 C 为 继续 区 域 (continuation region). 对 于 临界 价格 我 们 所 知道 的 结果 如 下 : ch 
(0,T) 上 的 一 C~- 函数 ，lims_,T c(t) = K , 且 当 t 趋 于 到 期 日 时 (BI T-t- 0), 


K -—c(t)~ KV(T-t)log(T — t). 


MR b(t) = c(T —t),0<t<T, 那么 


2rK 


Fates i 2r +0?" 
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从 分 析 的 角度 看 , © 满足 下 面 的 自由 边界 条 件 
te) = (K-t, Fele et) = -1 (5.18) 


从 而 美式 卖 权 的 定价 和 最 优 执行 问题 就 简化 为 求解 一 PDE 的 自由 边界 问题 . 关于 
该 问题 的 详细 处 理 , 读者 可 参考 Wilmott-Dewynne-Howison (1993). 


§5.2 ”期 权 定价 的 一 些 例 子 


我 们 通过 如 下 两 个 例子 来 说 明 期 权 定价 的 圾 方法 . 
85.2.1 ”标的 股票 具有 红利 率 的 期 权 


如 果 股 票 不 分 红 , 那么 在 风险 中 性 概率 测度 下 , 它 的 价格 过 程 (S) 由 (5.7) 刻 
Bl. 现在 假设 股票 有 分 红 , 其 红利 率 为 g，0 < g <r. 那么 该 股票 在 t 时 的 除权 后 
价格 为 Xe =e tS. 从 而 在 风险 中 性 概率 测度 P F, 我 们 有 


dX, = Xi((r — q)dt + odB?). (5.19) 


因此 , 根据 (5.8), 标的 资产 为 带 红 利率 g 的 股票 , 执行 价 为 K, 到 期 日 为 T 的 买 权 
在 t 时 的 价格 为 
Ci = e" T-D9E* (Xr — K)*|Fi] = eT te 0-97 -OR* (Xr — K)+IF]. 
然而 , 如 果 无 风险 利率 为 r-a, 从 (5.19) 我 们 看 到 P 应 为 (Xa) 的 风险 中 性 概率 
测度 . 因而 根据 (5.8), 有 Ci = e-4(T-95C!, 其 中 Cl 为 买 权 在 t 时 的 价格 , 该 买 权 的 
执行 价 为 K, 到 期 日 为 T, 而 市 场 无 风险 利率 为 + — 9. BH Black-Scholes 公式 
(5.12) 得 到 
Ci =e T-X N (dy) — Ke OT -9 N (ds) 
=e dT HXN(d) — Ke "(TH Nd), 


其 中 
log(Xi/K)+ (> 一 4 十 57”) (T-t) 
d; = EEn. e d, = d, -o VT —t. 
§5.2.2 ”外 汇 期 权 


考虑 这 样 一 张 合 约 , 它 给 予 持 有 者 在 T 时 以 预先 确定 的 汇率 K 购买 M 单位 
外 汇 的 权利 . 我 们 假定 国内 和 国外 的 无 风险 利率 均 为 非 负 常数 , 分 别 为 rz 和 rf, H 

汇率 Q 满足 如 下 方程 : 
dQ: = Qi[udt + odB;], (5.20) 
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其 中 jy 和 vc 为 常数 . 站 在 国内 立场 来 看 , 有 两 种 基本 资产 : 一 种 为 国内 银行 账户 
(看 作 无 风险 资产 ), 它 的 价格 过 程 为 


dpf = rdBe dt; 
另 一 种 是 国外 银行 账户 (看 作风 险 资产 ), 其 价格 过 程 (折算 成 本 币 ) WS, := oQ:, 


其 中 
api = rf pf dt. 


根据 Its 公式 可 得 
dS; = Si[(rf + p)dt + odB;)]. 


现在 , 该 合约 在 国内 市 场 上 可 以 看 作 一 个 欧式 买 权 ,其 到 期 日 T 时 的 损益 为 《= 
M(Qr — K)* 
取 62 作为 计价 单位 , 并 令 S, = (B4)-15,, 那么 


dS, = Sil(rf — rt + p)dt + odB;). 


从 而 , 如 果 我 们 令 E| = E(-b.B)r , Ot) = 9 = (rf -ri + u)/o, 那么 根据 


Fr 
Girsanov 定理 知 B? = Bi + 6t 为 P*-Brown 运动 , H. (S,) 为 P*- $. 称 P* 为 国内 
FRR) AL. 由 (5.8) 知 , 期 权 E 在 t 时 的 价格 为 


Vi = E*[e" (7-9 M(Qr — K)+IA). (5.21) 
将 (5.20) 和 (5.21) 重新 写 为 
dQ: = Qi|(r? — rf jdt + od BY], 
Vi = Me T-DE* fel" T- (Qn — K)*| Fi). 
因此 , 根据 Black-Scholes 公式 立即 可 得 期 权 € 的 定价 公式 : 
V, = Me T-9C(t, Qi), (5.22) 


其 中 C(t,z) 由 (5.12) 给 出 , 只 是 要 用 ra — rf 代替 那里 的 r. 与 Black-Scholes 2 
式 一 样 , 参数 u 没有 在 外 汇 期 权 的 估价 公式 中 出 现 , 即使 当 p 是 依赖 时 间 的 或 随 
机 的 . 


85.2.3 ”复合 期 权 


复合 期 权 (compound option) 是 指 以 某 个 期 权 合约 本 身 为 标的 物 的 期 权 . 复合 
期 权 主要 有 四 种 类 型 : 基于 某 个 买 权 的 买 权 和 卖 权 , 基于 某 个 卖 权 的 买 权 和 卖 权 . 
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下 面 以 基于 某 个 买 权 的 买 权 为 例 , 该 复合 买 权 给 予 持 有 者 在 标的 买 权 到 期 日 了 之 
前 的 某 个 约定 时 刻 T <T 以 某 个 约定 价 购买 该 标的 买 权 的 权利 . 设 标 的 买 权 和 复 
合 买 权 的 执行 价 分 别 为 K 和 Ki, 标的 买 权 的 价格 过 程 为 C(t, Se), 则 复合 买 权 在 
执行 时 刻 T, 的 回报 为 
V(T1) = (C(T, Sn) — Kı)*, 

其 中 C(t,z) 由 (5.12) 给 出 . 复合 买 权 的 定价 公式 首先 由 Geske(1979) 用 Fourier 积 
分 方法 给 出 . 这 里 简单 介绍 用 概率 方法 如 何 推出 定价 公式 . 由 (5.8) 和 定理 1.11 得 
到 复合 买 权 在 时 刻 t < 区 HEM V(t) 为 


V(t) =e "mI [CT, Sr,) — Ki)*|Fi] = Cilt, Se) 


其 中 
Ci(t, £) = er-rn-bE*[(C(TizSr1Sr ) — Ki)*]. 


通过 一 些 计算 (例如 见 Kwok(1998)), 可 以 证 明 





Ci(t, 2) =2Ne2 (pea +oaV/T, —t, D{t,r) +oVT — t; = 


_~Ke-"T-ON, (pis D(t, 2); 4J = — K,Ke"™-9 N(Di(t, x), 


其 中 N(z) 为 标准 正 态 分 布 函数 ， 


2 


Na(y, z; p) = A ie [of 一 (Pe auc) }. 


1 
In(z/S*) + {r — =o? | (Ti — t) 
D, (t, z) = m/s) + (r-z) -9 


S* 为 如 下 方程 的 唯一 解 : 
Ci(T1,5°)— Ki=0. 
§5.2.4 选择 者 期 权 
选择 者 期 权 (chooser option) 给 予 期 权 持 有 者 如 下 选择 权 : 在 事先 确定 的 某 个 
未 来 时 刻 T. <T, 持 有 者 可 以 在 同一 执行 价 K 的 买 权 或 卖 权 中 选择 其 一 . 因此 , 选 
择 者 期 权 的 到 期 回报 为 


V(Te) = max{C(Te, Sr,)), P(Te, St.)}; 
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其 中 C(t,z) 和 P(t, z) 分 别 由 (5.12) 和 (5.14) 给 出 . 该 选择 者 期 权 在 时 刻 t 的 定价 
为 : HF t >To V(t)=V(Te); 对 于 tg Te, 


V(t) =e" 7 -YE*[V (Te) |Fi] 
=e-"(T-t) g(t, S:), 


其 中 
g(t, £) = E*[max{C(T., 2S; *Sr,), P(Te, 2S; 'Sr.)}): 


$5.3 Black-Scholes 公式 的 实际 应 用 


85.3.1 ”历史 波动 率 和 隐 含 波动 率 


注意 到 Black-Scholes 公式 中 唯一 的 未 知 参 数 就 是 波动 率 . 大 家 可 能 用 资产 价 
格 的 历史 数据 来 计算 资产 收益 的 标准 差 作为 波动 率 的 一 个 估计 , 即 所 谓 的 历史 波 
动 率 (historical volatility). 另 一 方面 , 承认 资产 的 价格 过 程 服从 Black-Scholes 模型 
且 市 场 是 无 套利 的 , 我 们 可 以 利用 同一 标的 资产 而 有 不 同 到 期 日 和 (或 ) 执行 价 的 
期 权 的 报价 , 根据 Black-Scholes 公式 反 推出 相应 的 波动 率 值 . 这 些 值 称 为 隐 含 波动 
#(implied volatility). 取 这 些 隐 含 波动 率 的 某 类 加 权 平 均 , 我 们 就 得 到 波动 率 的 一 
个 估计 , 该 估计 可 以 当 作 未 来 波动 率 的 一 个 预测 . 经 验 研究 表明 隐 含 波动 率 比 历史 
波动 率 更 适合 资产 波动 率 的 未 来 预测 . 可 以 基于 该 波动 率 来 定价 基于 同一 标的 资 
产 的 其 他 期 权 . 因此 对 市 场 参与 者 来 说 , 包括 套利 交易 者 和 经 纪 公 司 , 计算 隐 含 波 
动 率 是 Black-Scholes 公式 的 主要 应 用 之 一 . 


§5.3.2 Delta 对 冲 和 期 权 价 格 的 敏感 性 分 析 


Black-Scholes 公式 为 期 权 价 格 关于 各 种 不 同 参 数 变化 的 敏感 性 提供 了 有 用 的 
度量 .已 经 证 明 这 些 敏感 性 度量 对 监控 期 权 头 寸 (position) 的 风险 暴露 是 有 效 的 . 
根据 定义 , 一 个 期 权 的 delta 度量 了 标的 资产 价格 变化 一 单位 时 期 权 价格 的 变化 程 
FE. Delta 关于 标的 资产 价格 变化 的 敏感 性 称 为 gamma. 期 权 价格 关于 到 期 日 变化 
(相应 地 , 波动 率 变化 , 利率 变化 ) 的 敏感 性 称 为 theta (相应 地 , Vega, rho). 


从 Black-Scholes 公式 可 以 看 到 买 权 的 价格 依赖 S, K,o,r AT — t( ALB 
期 日 的 时 间 ). 由 于 N'(z) = ae 容易 验证 


aN'(d,) = Ke" TÌ N' (d2), 


其 中 di 和 ds 由 (5.13) 给 出 . 由 上 式 容 易 证 明 
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V= 元 =2VT—tN'(d;) > 0， 
p= = =(T —t)e~"7-9 KN (dz) > 0, 
re oc s TO 

~  WT—t 

由 定理 5.2 可 立即 得 到 买 权 的 对 冲 策略 {a(t),5(t)}, 这 里 a(t) 为 期 权 在 t 时 
的 delta, F(t, 5). 因此 该 对 冲 也 称 为 delta 对 冲 . 在 实际 应 用 中 , 由 于 存在 交易 成 
本 , 仅 当 头寸 的 delta 显著 偏离 目标 水 平时 才 应 重新 调整 投资 组 合 . 对 此 , 期 权 的 
gamma 帮助 我 们 知道 重新 调整 投资 组 合 的 频率 . 

买 权 的 theta 总 是 负 的 . 这 意味 着 买 权 的 多 头 随 着 时 间 的 流逝 会 损失 它 的 时 间 
价格 . 避免 这 种 损失 的 唯一 途径 就 是 设置 风险 中 性 头寸 ,该 头寸 由 具有 相同 theta 
的 期 权 空头 和 多 头 组 成 . 如 果 某 人 相信 波动 率 不 是 常数 , 那么 他 也 应 该 考虑 Vega . 

另 一 关于 期 权 价 格 的 敏感 性 度量 就 是 所 谓 的 弹性 , 或 者 lambda, WA 和 也 称 
它 为 期 权 头 寸 的 杠杆 率 (leverage), 它 度量 了 标的 资产 价格 变化 一 个 百分点 时 期 权 
价格 变化 的 百分点 数 . 在 Black-Scholes 框架 下 , 我 们 有 

ya 8Cz _zN(d) 
ee C` 
从 (5.12) 可 知 , A> 1 总 是 成 立 , 该 现象 称 为 杠杆 效应 (leverage effect). 对 卖 权 来 说 ， 


n= SPE CAEN, 但 不 一 定 小 于 -1. 这 表明 卖 权 不 一 定 具 有 杠杆 效应 


N’(di) — Kre-"(T-HN(d2) < 0. 





85.4 在 Black-Scholes 公式 中 捕捉 偏差 


对 欧式 期 权 而 言 , 如 果 折 现 的 执行 价 小 于 或 大 于 股票 当前 价 , 称 该 期 权 为 价 内 
的 (in-the-money) 或 价 外 的 (out-ofthe-money)， 如 果 两 者 相等 , 称 该 期 权 为 价 平 
的 (at-the-money). 如 果 Black-Scholes 模型 与 现实 市 场 相当 吻合 , 那么 具有 不 同 执 
行 价 或 到 期 日 的 期 权 的 路 含 波动 率 应 该 是 大 致 相同 . 然而 , 经 验 数据 表明 , 具有 不 
同 执行 价 的 买 权 的 隐 含 波动 率 价 平时 最 低 , 而 随 价 内 或 价 外 程度 不 同 呈 递 增 趋势 ， 
被 称 为 有 波动 率 微笑 (volatility smile)( 图 5.1). 另外 , 隐 含 波动 率 的 图 形 关 于 价 内 
和 价 外 并 不 对 称 , 而 是 有 倾斜 , 被 称 为 有 偏 度 (skewness). 高 频数 据 下 的 统计 分 析 进 
一 步 表明 股票 对 数 价格 的 经 验 分 布 不 是 一 个 正 态 分 布 , 有 厚 尾 现象 , 这 由 所 谓 的 超 
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额 峰 度 (excess kurtosis) 来 度量 . 这 里 峰 度 表示 四 阶 中 心 矩 除 以 二 阶 矩 的 平方 , 对 
正 态 分 布 来 说 它 等 于 3. 因此 具有 厚 尾 现象 的 分 布 的 超额 峰 度 就 等 于 它 的 峰 度 减 去 
3. 另外 , 一 些 股票 市 场 还 呈现 出 波动 率 聚 类 (volatility cluster), 即 有 一 段 时 间 波 动 
特别 剧烈 , 而 其 他 时 间 相 对 平缓 . Black-Scholes 期 权 定价 公式 中 的 这 些 偏 差 都 表明 ， 
应 该 修正 Black-Scholes 模型 . 下 面 我 们 将 简要 介绍 它 的 几 种 修正 : 水 平 依赖 波动 
率 模型 (CEV 模型 是 它 的 一 个 特例 ), 随机 波动 率 模型 ,VG (方差 - gamma) 模型 ， 
GARCH 模型 . 关于 其 中 一 些 模 型 的 进一步 讨论 将 在 以 后 的 章节 中 给 出 . 
隐 


PERE RD: 


RE Hits 
图 5.1 波动 率 微笑 


§5.4.1 CEV 模型 和 水 平 依赖 波动 率 模型 


观察 到 的 股价 数据 表明 , 通常 波动 率 和 价格 水 平 之 间 存 在 负 相关 性 . 考虑 到 这 
种 “ 负 杠 杆 效应 ”>，Cox (1975) 和 Cox-Ross (1976) 提出 了 一 类 常数 方差 弹性 (Con- 
stant Elasticity of Variance, 简 记 CEV) 模型 : 


dS; 一 uSdt 十 oss dBi, 
其 中 0 < a < 2 为 常数 , 称 为 弹性 因子 . 4a = 2 时 , 该 模型 退化 为 Black-Scholes 
模型 . 如 果 0 < a < 2, CEV 过 程 有 一 吸收 边界 0. 在 该 模型 中 , 波动 率 由 股票 价格 
水 平 内 生 确定 . 关于 CEV 模型 下 的 期 权 定价 , 我 们 将 在 第 7 章 讨 论 . 


CEV 模型 仅 能 捕捉 隐 含 波动 率 图 中 所 表现 出 的 负 偏 度 (negative skew). 为 了 能 
够 捕捉 波动 率 微笑 , 我 们 用 一 扩散 过 程 来 刻画 股票 价格 过 程 (S:) : 


dS; = St [Ab S+)dt + a(t, S:)dB(t)], (5.23) 


其 中 假定 人 和 o 满足 适当 条 件 使 得 SDE(5.23) 存在 唯一 解 . 这 一 类 模型 称 为 水 平 
依赖 波动 率 模 型 . 为 了 记号 简便 , 假定 存款 利率 为 0. 令 


= -oo 人 É (t, so)dB, — af (Feso) ae. 
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假定 Elnr] = 1. 在 (Q, 产 ) 上 通过 dP*/dP = nr 来 重新 定义 概率 测度 P. h 
Girsanov 定理 知 , BY = By 十 万 E(u, Su)du 在 P* FA Brown 运动 ， 并 且 有 

dS; = Sio (t, Si)dB* (t), (5.24) 
4 o(t,z) 满足 一 定 条 件 , 则 S: A P*- BR, 因此 Pt 为 风险 中 性 测度 . 


Breeden and Litzenberger (1978) 注意 到 , 如 果 记 Sr 在 P* 下 的 密度 函数 为 
f(T, x), G(T, K) 为 到 期 日 了 执行 价 K 的 买 权 在 0 时 刻 的 价格 , 那么 


G(T, K) =E'((Sr - K)]= | ”(@— K)*f(T,2)de, 


从 而 通过 对 天 求 二 次 导数 可 得 如 下 等 式 : 


3? 
OK? 


Dupire(1997) 基于 (5.25) 进一步 指出 , 可 以 从 买 权 价格 族 {G(T, K)}r>tK>0 推出 


“波动 率 函 数 ” o(t,z) . 事实 上 , 对 如 下 Kolmogorov 向 前 方程 关于 K 进行 二 次 积 
分 


G(T, K) = f(T, K). (5.25) 


al, K)= 


并 利用 (5.25) 可 得 


2 
Saga (OT, K)K24(T, K)). 


0 1 02 
ap elt: K)= 57 (7T, K)K?— AK? 5 G(T, K) + a1 K + az. 
假定 lim7_,。。 SGT, K)=0A Sar, K) > 0, 那么 必须 有 al = 0,a2 = 0, 从 


而 得 到 波动 率 函 数 o(t, z) 公式 如 下 : 


(5.26) 


该 模型 最 大 的 优点 就 是 , 当 市 场 完备 时 , 基于 观察 到 的 不 同 执行 价 和 到 期 日 的 买 权 
价格 , 利用 波动 率 函 数 的 参数 形式 或 者 插 补 算法 就 可 以 估计 出 波动 率 函数 o(t, 2). 
该 估计 的 波动 率 函 数 称 为 隐 含 波动 率 函 数 . 然而 , 经 验 测试 表明 隐 含 波动 率 函 数 在 
时 间 上 很 不 稳定 . 因此 内 生 确 定 的 水 平 依赖 波动 率 模型 也 不 十 分 适合 用 来 刻画 股 
价 过 程 . 
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§5.4.2 ”随机 波动 率 模型 
为 了 克服 水 平 依赖 波动 率 模型 的 缺点 , 我 们 将 波动 率 看 作为 依赖 一 外 生 随 机 因 
子 的 随机 过 程 , 即将 股价 过 程 (St) 描述 成 
dS; 一 St[uedt + odB:), (5.27) 
但 波动 率 ce 本 身 也 由 一 扩散 过 程 来 描述 : 


do; = b(oz)dt + a(oz)dW:, (5.28) 


其 中 B 与 Wi 为 两 个 Brown 运动 , 其 相关 系数 为 € (-1, 1) (BI E[BeWi] = pt, 或 
等 价 地 , [B, Wh = pt). 通常 情形 下 , p 是 负数 . 这 反映 了 波动 率 与 价格 之 间 的 负 相 
关 性 . 这 样 的 模型 称 为 随机 波动 率 模 型 . 如 果 设 Z 为 一 与 B 独立 的 Brown 运动 ， 
并 令 Wi = pB, + V1 一 P22Zi, 那么 可 以 将 (5.28) 重 写 为 


dot = b(ct)dt 十 pa(or)dBy 十 V 1 一 p*a(oz)dZ;. (5.29) 


这 类 模型 最 初 由 Hull and White(1987) 提出 , 在 他 们 的 模型 中 ji 为 常数 , 波动 
率 的 平方 , WA v, 由 一 个 几何 Brown 运动 模型 给 出 : 


dvr = V [bdt + ôdW;]. 
Heston(1993) 提出 了 另 一 随机 波动 率 模型 , 在 该 模型 中 w 服从 均值 回复 过 程 
du; = (0 = Ku, )dt + 6VudWi, i 


其 中 9 和 为 两 个 正常 数 , « 为 回复 速率 , < 为 回复 水 平 

结果 表明 随机 波动 率 模型 能 很 好 地 捕捉 隐 含 波动 率 中 的 “微笑 ”和 偏 斜 . 关于 
更 一 般 的 随机 波动 率 模型 , 读者 可 参考 文献 Hofmann, Platen and Schweizer(1992) 
以 及 Frey (1997). 

下 面 简单 讨论 随机 波动 率 模型 的 期 权 定价 ， 由 于 波动 率 不 是 一 种 可 交易 的 资 
产 , 所 以 随机 波动 率 模型 下 的 市 场 是 不 完备 的 , 从 而 许多 未 定 权益 不 能 唯一 定价 ( 参 
看 下 面 的 第 六 章 ). 这 时 , 期 权 定价 依赖 投资 者 的 风险 偏好 , 他 们 可 以 选择 效用 函数 
作为 偏好 , 或 者 选 定 波动 率 风险 的 市 场 价格 . 

考虑 一 随机 波动 率 模型 (5.27)-(5.29), 其 中 jw = wor). 假定 2 = + 


[ “Mos)ds 为 风险 中 性 概率 测度 P* 下 的 Brown 运动 , 那么 有 


dS, = S,{rdt + 0,dBY), (5.30) 
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其 中 Bi = m+/[ 人 Hs) 一 ds 为 P* 下 的 Brown 运动 . 由 于 [2*, B*]: = [Z, Bh: = 
m Zi 5 Br 相互 独立 从 (5.29) 和 (5.30) 可 得 


do, = b(or)dt + pa(oi)dB? + V1— p2a(or)dZ}, (5.31) 
其 中 kieg 
人 (5.32) 


Ot 
如 果 ji 不 依赖 ct , 并 且 两 个 Brown 运动 Bi 与 Wi BAY (i. e. p = 0), 那么 容 
易 证 明 以 股票 为 标的 的 欧式 期 权 的 价格 等 于 Black-Scholes 价格 在 波动 率 平方 平均 
的 概率 分 布 上 的 积分 . 关于 该 结果 的 推导 可 参见 文献 Hull and White (1987). 
关于 一 般 情形 , 我 们 期 望 以 股票 为 标的 的 欧式 期 权 f(Sr) 的 价格 过 程 V: 能 够 
表示 成 F(t, St or) , F(t,z,y) 为 [0,T) x (0,00) x R ERS C122- 函数 . 那么 有 


F(t, x,y) = e7"7 -%E* [f (Sr) | St = 2,04 = y]. (5.33) 
由 Feynman-Kac 公式 知 , F(t, x,y) 满足 下 面 的 PDE 方程 : 
1 1 > 
-rF + F; + ze Fw +rzF; + pryaFzy + 37 Y Fee + bF, =0, (5.34) 


其 终端 条 件 为 F(T, x,y) = f(x). 在 一 些 特 殊 情 况 下 , 可 求 出 期 权 价格 的 显 式 表达 
式 . 


85.4.3 SABR 模型 


Hagan et al.(2002) 提出 了 随机 alpha-beta-rho (SABR) 模型 , 在 该 模型 中 , 股 
价 过 程 (5S;) 由 (5.27) 描述 , 其 中 


m=O, of = 8f, 
(az) 服从 如 下 的 几何 Brown 运动 : 
dat = va,dW;. 


这 里 8 e [0,1] Mv > 0 是 两 个 常数 , (Wi) 和 (B) 的 相关 系数 为 p. 事实 上 , v 是 
过 程 (at) 的 波动 率 . WR v = 0, SABR 模型 就 退化 为 CEV 模型 , 其 弹性 系数 等 于 
28. 

SABR 模型 在 金融 业 , 尤其 是 在 外 汇 交 易 市 场 和 利率 市 场 , 非常 流行 . 这 主要 
因为 它 只 用 4 个 参数 (a0, v, 0,3) 就 能 较 好 地 拟 合 在 市 场 中 观察 到 的 各 类 隐 含 波动 
率 曲线 . 此 外 , Hagan et al.(2002) 利用 奇异 摄 动 技巧 对 欧式 期 权 定价 和 隐 含 波动 率 
导出 了 显 式 的 渐 近 展开 , 这 方便 了 SABR 模型 下 的 相关 计算 . 有 关 SABR 模型 下 
的 期 权 定价 和 相关 计算 可 以 进一步 参看 文献 Glasserman and Wu (2011). 


§5.4 Æ Black-Scholes 公式 中 捕捉 偏差 . 151 . 


§5.4.4 方差 -Gamma (VG) 模型 
根据 信息 流 的 非 齐 次 性 和 交易 量 的 变化 性 , 解释 波动 率 随机 性 的 一 种 可 能 是 资 
产 收益 过 程 仍然 是 一 带 漂移 的 Brown 运动 ， li Ay 2 BY 4} (intrinsic 
clock), 而 非 日 历时 间 . 换 旬 话说 , 资产 收益 过 程 X(t) = in = 由 一 时 变 的 带 漂移 的 
Brown 运动 给 出 : 
X(t) = oB(A(t)) + AE), 


其 中 A(t) 为 一 独立 于 (5,) 的 增 过 程 . 过 程 4 称 为 从 属 过 程 (subordinator). 
Madan and Seneta (1990) 建议 选择 gamma 过 程 作 为 从 属 过 程 . gamma 过 程 
T(t,v) 为 一 递增 的 Lévy 过 程 ( 即 平稳 独立 增 量 过 程 ), 它 在 区 间 (t,t +h) 上 的 增 量 
具有 均值 为 h, FEA vh 的 gamma 密度 函数 fi(g) : 
g"/*~* exp(—g/v) 
(v) T(E) 
其 中 T(z) 为 gamma 函数 . 方差 -Gamma (VG) 过 程 即 为 
X(t;0,v,0) = 0G(t, v) + oB(G(t, v)). 
结果 表明 VG 过 程 为 纯 跳 过 程 . 随机 变量 X(t) 的 前 四 阶 中 心 矩 为 : 
E[X (t)| = 0, 
E[(X (t) — 6t)?] = (6?v + 07 )t, 
E((X (t) — 0t)3] = (269 v? + 3020v)t, 
E(X (t) — 6t)*] = (304v + 120767? + 664% )t 
+(304 + 6076?v + 3041? )t?. 
可 看 到 , WR 6 = 0, 那么 偏 度 为 0. 四 阶 中 心 矩 除 以 二 阶 中 心 矩 的 平方 为 3(1 + v), 
因而 相对 于 正 态 密度 的 峰 度 (等 于 3) 来 说 , > 为 X(t) 的 峰 度 的 超额 比率 . 
现在 假设 在 历史 概率 测度 下 股票 对 数 价格 由 一 VG 过 程 X(t; 0,v,0) 刻画 : 


In S; = ln So + at + 0G(t, v) + oB(G(t, v)). 
TA i A cin 
St = So exp [re+ = + =In(1 — 8v — o?v/2) + 0G(t, v) +0 B(G(t, v)|, 


其 中 > 为 货币 市 场 帐户 的 常 数 利率 股票 收益 率 分 布 的 偏 度 和 峰 度 相应 地 由 参数 9 
和 v 所 控制 . 当 v ATE, 我 们 得 到 Black-Scholes 模型 . 关于 期 权 定价 在 该 模型 下 
的 显 式 解 , 建议 参考 Madan, Car and Chang (1998) (也 可 参见 文献 Madan (2001). 


fr(g) = ，9>0, 
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§5.4.5 GARCH 模型 


Engle(1982) 第 一 次 引入 了 自 回归 条 件 异 方差 模型 (ARCH 模型 ), 试图 解释 在 
金融 市 场 上 观察 到 的 一 种 波动 率 聚 类 现象 . WRB (Pr) 表示 资产 价格 序列 , 这 
是 在 离散 时 间 上 观察 到 的 , 则 ARCH(p) 模型 假定 (调整 过 的 ) 对 数 价格 更 新 (inno- 
vation) hn = ln Pa — In Pa-1 一 > 服从 


hn = On€n (5.35) 


其 中 (en) 为 一 列 独立 同 分 布 的 标准 正 态 随机 变量 , 条 件 方差 o2 具有 随机 系数 自 回 
归结 构 : 
o? =a0+ >》 oj i- (5.36) 
i=l 
根据 该 模型 , 标准 化 的 对 数 价格 “更 新 ” 是 正 态 分 布 的 , 这 不 符合 经 验 数据 . ATH 


服 该 缺点 , Bollerslev (1986) 提出 了 广义 ARCH 或 GARCH 模型 . 在 模型 GARCH(p, 
q) 中 , 我 们 有 


p q 
o =+) aih +Y Bjo2_;. (5.37) 
i=l j=1 


该 结果 表明 , GARCH 模型 是 随机 波动 率 模型 的 离散 时 间 近 似 (有 关 该 结果 的 进 一 
步 讨 论 见 Nelson (1990) 和 Bollerslev et al.(1994)). 


BARB 奇异 期 权 的 定价 和 对 冲 


通常 把 在 执行 时 的 回报 只 依赖 于 标的 资产 当前 价格 的 期 权 (如 在 第 4 章 研究 
的 欧式 期 权 、 美 式 期 权 、 复 合 期 权 等 ) 称 为 普通 期 权 ( 在 英文 中 称 为 vanila option, 
尽管 “vanila” 原 义 是 “香草 ”, 但 放 在 名 词 前 转 义 为 “普通 的 "). 非 普 通 的 期 权 则 称 
为 奇异 期 权 (exotic option). 奇异 期 权 在 执行 时 的 回报 不 仅 与 标的 资产 当时 价格 有 
关 , 还 与 此 前 的 标的 资产 价格 有 关 , 即 奇异 期 权 是 路 径 依赖 的 ( path-dependent). 奇 
异 期 权 被 银行 、 公 司 和 机 构 投资 者 广泛 应 用 于 投资 和 风险 管理 . 典型 的 奇异 期 权 有 
障碍 期 权 (barrier options)、 亚 式 期 权 ( Asian options)、 回 望 期 权 (lookback options) 
和 重 置 期 权 , 我 们 将 在 下 面 给 出 它们 的 定义 . 

本 章 将 在 Black-Scholes 框架 下 研究 上 述 欧 式 奇异 期 权 的 定价 和 对 冲 . 我 们 将 
不 加 说 明 地 采用 第 五 章 有 关 Black-Scholes 模型 的 记号 . 


§6.1 Brown 运动 和 它 的 极 值 联合 分 布 


为 了 给 出 障碍 期 权 和 回 望 期 权 的 定价 , 我 们 首先 给 出 带 漂移 的 布朗 运动 在 区 间 
[0, 臣 上 的 最 大 值 或 最 小 值 分 布 以 及 它们 和 带 漂移 的 布朗 运动 在 时 刻 t 的 值 的 联合 
分 布 . 


定理 6.1 WB 为 一 维 Brown 运动 , ,入 ER,c > 0. WX} z > a,y <z, 我 们 有 


P(a + oB,+ At > y, maxsex(a + 0B, + AB) < z) 


=N(= Te- 5 a 122-25) _ e2Xz-a)/o2 
Nis —-a-y)- *)| 


(6.1) 


ovt 
P( -a+ oB; +X < -y,ming<e(—a + 0B, + ds) < -2) 


=n(=) 4e72Mz-a)/o? [>( a) -n(=02279+)] ; 





证 明 ”我 们 只 需 证 (6.1). 此 外 , 为 记号 简单 起 见 , 我 们 不 妨 假定 a = 0,c =1. 
令 Ts = inf{t > 0 : Be = £} M 


Bı = Bi Tlt<T,] + (22 一 B:)Iit>7-)- 
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由 Brown 运动 的 反射 原理 ( 见 第 四 章 4.3.3 48), (B) 为 一 Brown 运动 . 由 于 在 
t <T) 上， 对 sg<t 有 B= B。 故 有 

[maxs<tBs > z,y < By <2] = [2c —y > B: > z) C [t > Ta]. 
因此 , 由 Girsanov 定理 有 
P(B; + Àt > y, maxs<t(Bs + As) < z) 
= p(B. + Àt > y,maxsce(B, + As) < z) 


= P(y < B.+Mt< 2Z) 一 P(max.<c(B, 二 入 s) 之 X,Yy < Be+Mt< z) 
R ~ 和 2 
-ry e Birat cayae (Be 
入 2 
一 P(y < B; 十 人气 7) = B|exp{ Ae = B:) = ee] 


2 
= P(y < Bi + Àt < T) — eE [ee{-a pe 
= Ply < Bi + At < x) — e?**P(—(22 — y) < —B: + àt < —2) 


2 N(2 =") -w(X) _ gah (=) -n(=% £ 一 <)| 


定理 证 毕 . 口 
设 B 为 一 维 Brown 运动 , a, €R,o > 0. 令 








X: =a +0B:; +t, m=min{X,:0<s<t}, M,=max{X,:0<s< t}. 


下 面 我 们 依照 Freedman(1983) 的 方法 来 研究 (Bi, m, Mi) 的 联合 分 布 . 为 此 先 证 
明 一 个 引 理 . 


引 理 6.2 Wye R, H A— Borel Æ. $ 7, = inf{t > 0: B = y}, r,H = 
{2y — x: x € H}. abe R,a <0 <b. 
(1) 如 果 HC (—00, al, 则 


P(B: € H, To < Ta) = P(B: € roH, To < Ta). 


(2) 如 果 H c [b, o0), 则 





P(B: € H, Ta < ™) = P(B: € raH, Ta < 75). 
证 明 ”我 们 只 证 (1), (2) 的 证 明 类 似 . BRA 


[Be € H, ™ < Ta] C [rn < t], [Be € roH] C [ro < t]. 
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对 停 时 m 应 用 Brown 运动 的 反射 原理 得 

P(B: € H, To < Ta) = P(2b — By € H, T < Ta) = P(B: € rH, To < Ta). 
故 (1) 得 证 . 口 
定理 6.3 设 a<a<ba<z<b, 对 任何 Borel Æ J c [a,b], 令 J(a,c) = 
= :2E J}. 我 们 有 














A » 
P(X, € J,a < m < M; < b) = exp {3 el Soa }klu)dy, (6.3) 


J(a,o) 


其 中 


k(y) = > [e(n -26=, vi) -p(w =t, va)], (6.4) 


ee eee (y— pn)? 
p(y; u, ô) = mor = wr}. 


证 明 “无 妨 假定 a = 0. 首先 考虑 Brown 运动 情形 , 即 假定 o = 1, 入 = 0. 对 
任何 Borel 集 J c [a,b], 有 






P(B; € J,a < me S Mi < b) = P(B; € J) — P(B: € J, To < Ta, To S t) 
—P(B: E J, Ta < Th, Ta < t) =T, — To —T3. 


由 于 [Be € rad] C [ra < t), 对 停 时 7 应 用 反射 原理 得 到 


T; = P(B: € J, Ta < Th, Ta < t) = P(B: E€ TaJ, Ta < Tb) 
=P(B; € ra J) — P(B: € TaJ, To < Ta). 


注意 到 raJ C (00, 4], roraJ C [b, co)，… 反复 应 用 引 理 6.2 即 得 
Ts = P(B: € raJ) — P(B: € Tora J) + P(Bt € raffa J) 一 … . 


由 于 


(rora)"z = £ + 2n(b— a), (rarbjrz = z — 2n(b—a), 


我 们 有 


P(B; € (rera)” J) = P(B: — 2n(b — a) € J) = i ERRE E T N 
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P(B: € ra(rora)" J) = P(—By + 2a — 2n(b— a) € J) = [ow 2a — 2n(b— a), Vi)dy, 


由 此 推 得 To= | kalu)dy, 其 中 


ka(y) = 》 p(y; 2a — 2n(b — a), Vt) — $ p(y; —2n(b — a), Vt). 
n=1 


n=0 
同 理 可 证 Ts = | kaly)dy, 其 中 


一 重 -1 


kaly)= 2, ply; 2a- 2n(b- a), vt)- J, v(y;—2n(b— a), vt). 


n=—00 n=—00 


因此 在 Brown 运动 情形 , 我 们 有 
P(X: € H,a <m: < M: < b) = J kı (y)dy, (6.5) 
J 


其 中 
十 co 
ki(y) = >> [p(y;—2n(b— a), Vt) — ply; 2a — 2n(b — a), Vt). (6.6) 
最 后 , 由 Girsanov 定理 容易 从 Brown 运动 情形 的 结果 (6.5) 推出 (6.3). 我 们 
将 证 明细 节 留 给 读者 作为 练习 . o 


§6.2 障碍 期 权 


障碍 期 权 与 普通 欧式 期 权 有 些 类 似 , 不 同 的 是 在 到 期 日 之 前 的 某 个 时 刻 期 权 可 
能 失效 或 才 开 始 生效 , 这 取决 于 标的 资产 价格 在 到 期 时 刻 之 前 是 否 超过 或 低 于 某 一 
事先 约定 的 价格 水 平 ( 称 为 关卡 或 障碍 (barrier)). 障碍 期 权 分 为 单 障碍 期 权 (single- 
barrier Options) 和 双 障 碍 期 权 (double-barrier options). 单 障碍 期 权 又 分 为 向 下 鼓 
出 (down-and-out). É) F &A(down-and-in). 6) 13% +4 (up-and-out) 和 向 上 敲 入 (up- 
and-in) 期 权 . 例如 , Ni) PRM, 只 要 标的 资产 价格 在 到 期 时 刻 之 前 的 某 
个 时 刻 低 于 下 障碍 (lower barrier), 期 权 就 失效 , 否则 在 到 期 时 给 予 通常 期 权 回报 . 
对 向 下 敲 入 期 权 而 言 , 当 标 的 资产 价格 在 到 期 时 刻 之 前 的 某 个 时 刻 低 于 下 障碍 , 期 
权 才 开始 生效 , 在 到 期 时 给 予 通常 期 权 回报 , 否则 期 权 到 期 时 给 予 零 回 报 . 双 障 碍 
期 权 则 涉及 下 障碍 和 上 障碍 (upper barrier) 两 个 障碍 . 对 双 障 碍 敲 出 期 权 而 言 ,只 
要 标的 资产 价格 碰 到 任 一 障碍 , 期 权 就 失效 , 否则 在 到 期 时 给 予 通常 期 权 回 报 . 例 
如 , 双 敲 二 元 期 权 (double-knock binary option) 就 是 最 简单 的 双 障 碍 敲 出 期 权 . 
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由 于 障碍 期 权 价格 比 普通 期 权 便宜 , 障碍 期 权 受到 市 场 的 青睐 , 被 广泛 用 于 风 
险 管理 , 成 为 一 种 对 冲 工具 . 例如 , 具有 下 障碍 的 向 下 敲 入 买 权 提 供 了 针对 标的 资 
产 下 行 的 一 种 保护 ， 下 面 将 看 到 在 Black-Scholes 框架 下 , 给 障碍 期 权 定 价 并 不 困 
难 . 对 各 种 形式 的 单 障碍 期 权 定价 的 闭 式 解 早 已 由 Goldman et al. (1979) 给 出 (也 
JR, Rubinstein (1991)). Geman and Yor (1996) 和 Hui(1996) 分 别 用 Laplace 变换 和 
偏 微分 方程 方法 给 出 了 障碍 期 权 定价 的 两 种 不 同 的 解析 表达 式 . 我 们 将 采用 Bjork 
(2003) 的 一 种 概率 方法 , 将 障碍 期 权 的 定价 转化 为 普通 期 权 的 定价 . 
§6.2.1 REIRA 

我 们 只 考虑 向 下 敲 出 买 权 , 执行 价格 为 K, 到 期 时 刻 为 T, 下 障碍 L< So. 其 
他 情形 可 以 类 似 处 理 . 如 果 在 T 时 刻 以 前 , 资产 价格 Si 不 碰 到 下 边界 L, 则 到 时 
刻 工 回报 买 权 (BI (Sr — K)+), 否则 期 权 失 效 . 于 是 


a (Sr 一 玉 )+， 如 果 对 一 切 te [0,7], S: > L, 
0, 如 果 对 某 个 te [0,7], S: < L, 


BI € = (Sr 一 KY Ti min, sL) 如果 用 C(t, S) 表示 这 一 障碍 期 权 在 时 刻 t 的 定 
价 , 由 于 在 风险 中 性 概率 测度 P* F, 

In St = In So + (r — Zy 十 IDBr， 
利用 公式 (6.1) 容易 推 得 : 


C(t,2) = C(t,2) - (F) D olt, X?/2), (6.7) 


其 中 上 = 学 . 更 一 般 地 , RATTAN FRM AERC = g(S7)J jat, si>) 其 
中 g 是 一 非 负 Borel 可 测 函数 . 利用 公式 (6. 1) 可 以 给 出 它 的 定价 公式 . 
86.2.2” 双 障碍 期 权 


下 面 考虑 双 障 碍 敲 出 买 权 : 执行 价格 为 K, 到 期 时 刻 为 T, 下 障碍 工 < So, 上 
障碍 U > So. 如 果 在 T 时刻 以 前 , 资产 价格 5 不 碰 到 下 边界 L 和 上 边界 U, 则 到 
时 刻 T 回报 买 权 ( 即 (Sz — KK)+), 否则 期 权 失 效 . 于 是 


bu (Sp 一 KK)+， 如 果 对 一 切 te [0,7],U>S,>L, 
Bi 如 果 对 某 个 te [0,T], Se >U, RÈ S < L, 
BA € = (Sr—K)t*Iiv> max ss> min_s,>z)- 利用 (6. 3 ) 我 们 可 以 给 出 双 障 碍 敲 出 


o<t<T o<t<T 


买 权 的 定价 公式 , 具体 表达 式 就 省 略 了 . 
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86.3 亚 式 期 权 


亚 式 期 权 是 其 回报 依赖 于 资产 价格 的 某 种 平均 的 一 种 期 权 . 这 里 有 两 类 平均 : 
几何 平均 和 算术 平均 。 对 每 种 平均 又 有 两 类 期 权 :平均 执行 价 期 权 (average strike 
option) 和 平均 基价 期 权 (average rate option). 它们 与 普通 欧式 期 权 类 似 , 唯一 的 差 
别 是 回报 . 对 前 一 类 期 权 , 执行 价 用 资产 价 在 合约 期 限 内 的 平均 值 代替 ; 对 后 一 类 
期 权 , 资产 价 用 它 在 合约 期 限 内 的 平均 值 代替 , 而 执行 价 仍然 是 一 固定 值 . 用 于 平 
均 的 采样 可 以 是 离散 或 连续 的 , 这 里 只 考虑 连续 采样 的 平均 基价 期 权 情 形 . 

有 两 类 平均 基价 买 权 , 其 回报 分 别 为 


r + 
f= (ox g oe = x) 
1 /7 
& = (#/ Sudu- x) 。 


前 者 用 几何 平均 , 后 者 用 算术 平均 . 我 们 用 CO 表示 &;,i = 1,2 在 时 刻 t 的 定价 . 
§6.3.1 ”几何 平均 亚 式 期 权 
S P 为 关于 5 的 等 价 蒜 测度 . 首先 考虑 几何 平均 情形 . 我 们 有 


Cf) = e-"T-9E* EF]. 





ss t 
h= f log(Su)du. 
0 
则 
1 1 j 一 】 T-t + 
a= (ew {ah + F| log(SuS; )au + T log Se} = K) ， 
=(X:Y, — K)*, 
其 中 > 
Xi 一 el:/T grr Y, = exp {z/ log SuSr du}. (6.8) 
Th 
注意 到 


St = Soexp {(r 一 y +oB;}, 


86.3 亚 式 期 权 


我 们 有 


¥=exp{z [ i [e - Éu- t) +o(Bi - Bp) ]du} = e° 94%, 
t 


其 中 ， 
a? T-t 1 * * 
Dr T z= 未/ o( By, — Br?)du. 


由 于 Z, 和 五 独立 , BX, 为 万 - 可 测 , 由 定理 1.11 得 到 


全 一 (一 


Cf) =e "(TH Ft, Xe), 


其 中 
F(t, £) = E* [(ze"(T-9+2 _ K)+]. 
注意 和 是 一 均值 为 零 方 差 为 o*?(T --t) 的 高 斯 随机 变量 , 其 中 
ot? = o2(T a t)? 


3T?  ” 
我 们 有 
F(t, x)= Fea (zer VT-ty _ Ke aD) “Seedy 
a T 
= set” +*5 (7-9 N(d}) — KN (d3), 
其 中 
a= log(x/K) + (r* + 0*?)(T — t) dy = log(x/K) +r*(T —t) 
Re o*/T -t g o*/T -t i 
最 终 我 们 有 


CM = eT F(t, Xi), Xe = et/TSC-bD/T 
为 了 获得 对 冲 策略 , 首先 计算 F(t, 2). 由 (6.11) 的 第 一 个 等 式 易 知 : 
F,(t, £) = e° +F NT-9 N(d}). 
其 次 , 我 们 有 


dXı= -ez 二 {gt/Tg,odBe + “dt” 项 





= 二 -t X,odB? + “dt” 项 . 
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(6.9) 


(6.10) 


(6.11) 


(6.12) 
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由 于 Of) 为 一 P*- 蒜 , 由 定理 4.2 推 知 , 我 们 必须 有 


T-t 
T 
S a(t) 表示 对 冲 策略 在 时 刻 t 持 有 的 风险 资产 的 数量 , 由 (5.9) 和 (6.12) 推 得 

T-tXı 
T 8 
rtrt ZT- Xt y (log(Xt/K) + (r* +0°)T-t)\ T-t 
=e "tr" +r (T Da (ET Fo ) T 


dO” = e-rT F, (t, Xa) 





XiadB+， 


a(t) =e"? F(t, Xe) 





86.3.2 ”算术 平均 亚 式 期 权 


现在 考虑 算术 平均 基价 买 权 . Geman and Yor (1993) 求 出 了 期 权 价 格 的 Laplace 
变换 . Rogers and Shi (1995) 推导 出 了 定价 函数 满足 的 偏 微分 方程 . 但 这 两 种 方法 难 
于 实施 数值 计算 . Vecer (2001) 得 到 了 一 个 便于 数值 求解 的 简化 的 偏 微分 方程 . 一 
个 类 似 的 表述 由 Hoogland and Neumann (2001) 独立 给 出 . 


偏 微分 方程 方法 


首先 介绍 Rogers and Shi (1995) 推导 出 的 算术 平均 基价 买 权 定价 函数 满足 的 
偏 微分 方程 . 我 们 有 


-E [errr (= f ele R) | Fi. (6.13) 


令 
M, =E* ON Sdu= TK) | |. (6.14) 


由 于 S7 SF1Sudu 与 F, 独立 , 故 有 
My = SE" ( [ sr'sudu— S° (TK- | ' Sudu)) |F] = Sef(t.¥0), 


其 中 
itz) = E*|( J S;*Sydu—2)"], (6.15) 


Y, = S ' (TK — i Sudu). 
0 
对 z < 0 情形, 我 们 有 


f(t,7) = E* (Ge Si Sudu — z)| = [ eM) du — z = rt (eT? — 1) — z. 


t 
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剩 下 考虑 z > 0 情形 . 由 于 
dS; } = —S;?dS, + Sr3d(S, St, = S;*{(o? — r)dt ~ odBY}, (6.16) 
我 们 有 
dY; = (TK = f i Sudu) dS7' — dt = Y,|(0? — r)dt — odB3] — dt. 


从 而 有 
d(Y, Yr, = YZo7dt, 
d(S, f(-,Y.)re = f(t, ¥:)d(S, Y r: = — f(t, Yt) St Yeo’? dt. 
下 面 我 们 用 记号 A ~ B 表示 4 一 B 为 P*- HMR. 利用 It6's 公式 得 
dM, = Stdf(t, Y+) + f(t, Ye)dSe + d(S, f(-, ¥.)re 
= S| fult, Vode + fall, Ya)AYe + 5 feelt, Yd(Y, Yn] 
+f (t, ¥:)dSt + d(S, f(-,¥.)re 
~Se(fe- (1+ Yi) fe + oY fez + rf) (ts Ya)dt. 


由 于 (Mi) 为 P* BR, 由 定理 4. 2 知 上 式 右 端 必 须 为 0. 这 导致 如 下 PDE: 
a?r? 
fe- (1 +12) fz + feet rf =0, 220. (6.17) 


方程 的 第 一 个 边界 条 件 为 (依据 (6.15)) 


f(T, z) =0, 
第 二 个 边界 条 件 为 
f(t,0) = re") — 1), 
这 是 因为 


E*[S,1S,] = E* [exp {o(B; — BS) 一 Z —r)(u- bj = er(u-t) 
此 外 , 由 于 
felt, £) = -( f Sp Sudu > z), 
我 们 有 第 三 个 边界 条 件 : 


lim f,(t,x) = 0. 
了 一 DO 
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遗憾 的 是 至 今 未 能 发 现 方程 (6.17) 的 解析 解 , 而 且 难 于 对 该 方程 实施 数值 计算 , 特 
别 当 o 很 小 时 数值 计算 误差 很 大 . 但 是 Rogers and Shi (1995) 给 出 了 解 的 一 个 比 


较 接 近 的 下 界 . 


下 面 介 绍 Vecer(2001) 给 出 的 一 个 关于 期 权 定 价 函 数 便于 数值 求解 的 偏 微分 方 
T 

程 . Se= = f Sudu- K. 假设 复制 上 的 自 融资 策略 在 时 刻 t 持 有 股票 份额 为 
0 


a(t), 其 财富 过 程 为 (Vi), 则 由 定理 5.2 知 : 


T 
V; = E* jens (#/ Sudu 一 x) 四 ; 
T Jo 


dV, = a(t)o SdB}. 
由 (6.18) 我 们 有 


[ | SudulFi]} -eT K 


NA Sudu + af e™du} -e "TK 


7 | Sedut za- eT) 5, — e-"TK. 





a 





e`"T 





由 于 (V) EARB, dS, = oS.dB?, 由 定理 4.2 我 们 必须 有 


1 
dV, = Sal e-"(T-t))o SdB:, 


因此 我 们 有 
a(t) = 元 (一 erC-)， 
且 有 
Vo = a(0)Sp — e777 K. 
由 (6.19) 得 


dV, = a(t)oS,dB; + rV,dt. 
$ Zi = VS, WH ERA (6.16) 得 
dZ: = Sp ‘dV, + VidS;! + d[V,S~"]e 


=a(t)odBi + rZ,dt + Zil(o? — r)dt — odBY] — a(t)odt 
=a(a(t) — Zi)d(B? — ot). 


(6.18) 


(6.19) 


(6.20) 
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令 
-rt St 


o _ ae T 
Dt = 元 = exp{o B; 37 t}=e So 
则 B, = BY — ot 为 P-Brown 运动 , H 

dZ; = o(a(t) — Z,)dBy. 
令 
g(t, x) = E[(Zr)*|Z = 2], 


BN E[(Zr)*|Fi] = g(t, Ze), 由 Ite AR, 


dg(t, Z+) = (alt, Z) + gz 他 Z1)07 (a(t) — Z)?)at 
+92(t, Zejo (a(t) — Z:)dB,. 


由 于 g(t, Ze) Æ È FER, 由 定理 4.2 知 , 上 式 中 的 “dt” 项 必须 为 0, 因此 g(t, x) 
满足 下 述 偏 微分 方程 


| gelt, x) + 50? (a(t) — 2)*gz2(t,z) = 0 (6.21) 


9(T,x2) = xt 
此 外 , g 还 满足 另外 两 个 “边界 条 件 ”: 


slim g(t, 2) = 0, Jim g(t, £) = œ. 


另 一 方面 , 用 CO 表示 算术 平均 基价 买 权 在 时 刻 t 的 定价 , 则 由 条 件 期 望 的 Beyes 
法 则 (定理 1.11) 有 


CY? =e-"(F YE" [(Vr)* Fi] = e-"(T-) DELDz (Vr)+ |F] 
= S:E[(Zr)*|Fi] 
= Si9(t, Zt) = Sig(t, VS; *), 


其 中 


e7t(T-t) 


t 
2 1 -r(T—t) -r(T-t) 
Y= F j Sudu + ll e )St—e K. 





概率 方法 


下 面 我 们 介绍 Yang et al. (2003) 用 概率 方法 给 出 的 期 权 定价 的 一 个 解析 表 
达 式 . 
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算术 平均 价格 买 权 在 时 刻 t 的 估价 由 下 式 给 出 : 
CC) =E [ee (= Í T k)"| Fi (6.22) 
0 
下 一 引 理 和 定理 来 自 Yang et al.(2003). 


引 理 6.4 ” 设 上 > 0, a,b 为 常数 . 随机 变量 fy exp (ov + bB,) du 的 概率 密度 函数 
为 


+00 
p(t, a,b; z) =M(z) f L(v) 


+0 2a 2 
. I/ y+? exp (-z (y? + 2y cosh(v) + 1) ay| dv, 
0 b T 


(6.23) 


MG) = 862022 VIT exp (EÈ), 





L(v) = sin Ge p22 z) sinh(v) exp (-F 
证 明 ”定义 
U,(a, b;z) = P (Ff exp(au + bB,)du > 2) . 


令 v= Tt 注意 到 (Foy) 是 一 布朗 运动 我 们 得 到 
v20 


Dukar v oop {2 (e+ Ir) pdv > > my. 


我 们 定义 一 个 新 的 概率 测度 正如 下 : 


= exp (-BB. _ rt). 


dP 





Fi 


令 R 
3 bet = 2 
By = But cata A= fo : J i exp(2B,(w))du > a . 
b2 0 4 


则 (Bu) 在 P* 下 为 一 布朗 运动 , 且 由 Girsanov 定理 得 


~ 2a? /b2t ~ 
Ui(a, b; z) = fu exp (Bu = ee (F) dP. (6.24) 
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如 果 用 f(z,y) 表示 随机 向 量 Ch exp(2B,)du, Bi) 在 PP 下 的 联合 概率 密度 函数 , 则 
由 (6.24) 得 


2 ooe oo 
Uila, bia) = exp (-55) 人 [ix (2) fias (u,y)dudy. (6.25) 


但 从 Yor (1992) 中 的 (6.c) RA f(z,y) 由 下 式 给 出 : 


fi(z,y) =exp pe ee /x2 Ont 
- [ exp -2 一 opty) cosh(z)) sinh(z) sin (=) dz, 
由 此 和 (6.25) 式 推 得 (6.23). 口 


定理 6.5 ”对 任 一 ie (0,7), RNA 


C?) = ret OS h(t, At), 


T + 
其 中 h(t, y) = E* (/ ss | 


t 
A, = Sz} (xr 一 f Sudu) : 
0 


+00 2 
h(t, y) -f (x -y)p(T -t,r - 本 ,ciz 
其 中 p(t,a,b;z) FA (6. 23) 给 出 . 
证 明 由 (6.27) 有 


进一步 ， 





其 中 
ie f: eE = i an fols: _ Bt) +(r— 50°)(u z D} it: 


由 于 St 和 A, KF 万 可 测 , 且 在 P* 下 Xi SF, 独立 , 定理 1.11 HES (6.26). 由 


引 理 6.5, Æ P 下 X: 的 密度 函数 为 p (7 -t,r— a z), 从 而 推 得 (6.28). O 
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定理 6.6 ”对 于 fo 的 对 冲 策略 alt) 为 





e~7(T-t) 
a(t) = T [A(t, At) = hz(t, At)At], 
其 中 A, 由 (6.27) 定义 , h(t,y) 由 (6.28) 给 出 . 
证 明 由 (6.16) 得 
dA, = (TK - f i Sudu)d5;? — dt = A,{(o? — r)dt — od Bj] — dt. (6.30) 
0 


元 Mi 为 一 P*- $, 由 (6.30) 和 定理 4.2 我 们 必 


e 





& Mi = Sig(t, Ar). AF Cc?) = 
BA i : 
dC = pe "dM: = pe alt, At) — hz(t, At) At] Siod B}. 


于 是 由 (5.9) 推 得 (6.29). 口 


§6.4 回 望 期 权 


回 望 期 权 是 回报 依赖 于 期 权 存 活期 限 内 标的 资产 历史 价格 的 最 大 值 或 最 小 值 
的 一 种 期 权 . 如 同 亚 式 期 权 , 有 两 类 回 望 期 权 : 回 望 执行 价 期 权 (look-back strike 
option) 和 回 望 基价 期 权 (look-back rate option). 它们 与 普通 欧式 期 权 类 似 , 唯一 的 
差别 是 回报 . 对 前 一 类 执行 价 用 资产 按 样本 的 最 大 值 或 最 小 值 代替 , 对 后 一 类 标的 
资产 价 用 样本 的 最 大 值 或 最 小 值 代替 . 采样 可 以 是 离散 或 连续 的 , 这 里 只 考虑 连续 
采样 情形 . 


§6.4.1 ” 回 望 执行 价 期 权 
回 望 执行 价 买 权 和 卖 权 分 别 定义 为 : 


E = Sr — minogsgTSs, N = maxogegTSs — Sr. 
我 们 分 别 用 C 和 P, 表示 买 权 和 卖 权 在 时 刻 t 的 价格 . 由 定理 5.2 我 们 有 
Ci =e TYEE | Fi), Pe =e" T-9E" fn | Fi). (6.31) 


我 们 将 推出 P 的 显 式 表达 . 
令 入 =r 一 50 并 令 


W: = maxocsctSs, Le = Imaxt<s<T9s. 


§6.4 回 望 期 权 . 167 . 


则 Wi 为 Fe- 可 测 , 由 于 
Se Lt = exp{maxt<s<r(c(B: — Bi) + A(s — t))}, 
Spi Le GF, 独立 . 利用 这 些 记号 我 们 有 
P, =e" -9E* [Wr — Sr|Fi] = e "(Tt SiE" [max(S7 TS *Lt)|Fe] — Se 
=e "(TH SBE" [max(z, SF Li)]|, siw, — St - 


z G(t,z) = E* [max(z, S7 Le)], R(t, 2) = P(maxsce(oB, + As) <2). 
则 由 (6.1) 得 
G(t, x) 一下"[exp{max(logz,maxt<sesr[c(B; — Bf) + A(s — t)])}] 
=E[ exp{max(log z, maXogecT-t (aB. + As))}] (6.32) 
=TR(T —t,logr) + f ; e” R(T — t, y)dy, 


log 





i R(t, x) =n(=*) -ee y (=) 
i ove ovt ) 
经 过 计算 我 们 得 到 
+Wie-"(T-t) (Na) -0? /2r(SE W:)®/®-1N(da)) | : 
其 中 
1 
log(W:/S+) — | r — =o? | (T — t) 
is ( = ; ) ? 
~ log(W;/S%) = (+ 3 57”) T-t) 
d= py ， 
— log(W,/S) + (« + 57°) (T-t) 
qaen °° > 


类 似 地 , 由 (6.2) 我 们 可 以 得 到 C 的 显 式 表达 . 
P, 和 Ci 的 显 式 表达 最 早 由 Goldman-Sosin-Gatto (1979) 给 出 , 进一步 的 结果 
参见 Conze-Viswanathan (1991). 
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下 面 我 们 导出 回 望 执行 价 卖 权 的 对 冲 策略 . 由 于 五 是 P*- BR, AA 
P, =e-"TSG(t, Sr Wi) — Si, 
由 定理 4.2 知 我 们 必须 有 
dP, = —e "T S,Gz(t, S71W:)W,S; ‘od B} 
+e" G(t, Sr 1W,)S:0dB} — SodBy 
=e~"T[G(t, S71Wi)S: — Gzlt, S7!W,)Wi]odB? — S,odB?. 


由 (6.32) 我 们 有 
Gz(t,7) = R(T — t, log z). 


因此 , 由 (5.9) 得 到 
a(t) = e~"T-1G(t, $7? W;) — R(T — t,log(Sz?W,))) — 1. 


86.4.2 ” 回 望 基价 期 权 
我 们 只 考虑 回 望 最 大 值 和 买 权 情 形 . 这 时 回 望 基价 买 权 的 回报 是 
€ = (maxogs<TSs — K)*. 
我 们 用 C 表示 它 在 时 刻 t 的 定价 . 由 定理 5.2 有 
Cy =e "HFK | Fi]. 
利用 前 一 节 的 记号 并 令 Ki = max(W,, K), 我 们 有 
E*[é | F:] =E*[max(Wr, K) — K | Fi] 
= E*[max(Kz, Le) —K: | Fal +K- K 
=E*[(L: 一 Kat | Fi] + Kt = K 
= SE (S Li- S,1Kt)* | Fil + Ki-K 
= S,E*((S,'Le 一 z)*] le=s-*K; +K: -K 
=9;H(t, ST Ky) +K 一 五 ， 
其 中 
H(t, x) = E*((S;'L_ 一 z)+] = E*[max(z, S7 L+) — 2] 


SGE enna teas) + | 
p log 


Oo 
e” R-(T — t, y)dy. 
z 


(6.34) 


(6.35) 


§6.5 重 置 期 权 - 169 . 


由 与 上 一 节 相 同 的 计算 得 到 


Ci = S,N(dg)(1 + 0?/2r)) 


5 3 ~ 6.36 
+K,e—"(T-*) (Nà) = o? /2r(S7 1 K,) 2/2 -1N (da) = e (T-t) Kk. ( ) 


其 中 
log(K/S:) — ( z 57°) (T-t) 
I 
log(K/S,) - (+ é 57°) T-t) 
ar ovT—t 
— log(K:/ S+) + (+ 十 57°) (T-t) 
a ovT—t 


现在 我 们 导出 回 望 基价 买 权 的 对 冲 策略 . 由 于 G 为 P*- RR, AA 
C, = e "TSi H(t, S71 K;) + e-"*(K, — K), 
由 定理 4.2 知 我 们 必须 有 


dC, =e "T H(t, S7 K:)SıodB? 
—e TS.H,(t, S Ki)KiS7 lodB* 
=e "T (H(t, S7 Ki)Sı — Hzlt, Sr 1Ki) KelodB:. 


由 (6.35) 得 到 
H, (t,x) = R(T — t, log z) — 1. 


因此 , 由 (5.9) 得 到 


a(t) =e "(Tt) | A(t, S7 K) — = (R(T — t,log(S;K+)) 一 n] : 


§6.5 重 置 期 权 


重 置 期 权 (reset option) 是 一 种 回 望 类 型 的 期 权 ， 与 标准 的 回 望 期 权 不 同 的 是 ， 
若 在 预先 确定 的 几 个 观察 日 期 , 标的 资产 价格 的 最 低 价 落 在 某 个 区 间 , 重 置 期 权 的 
执行 价 将 调整 到 一 个 新 的 执行 价 ， 具 体 说 来 , 如 果 预 先 确定 ”个 观察 时 刻 0 < ty 
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<- <tn <T 和 m 次 重 置 执 行 价 (Ki,… , Km), 重 置 期 权 在 执行 日 T 的 回报 是 
C(T) = (Sr — K*)*+, 其 中 


Ko, 若 min{S;,,--- St, > Dı 
K*=¢ Kj, 4% D; > min{S,,--- Sen] > Di t=1,---,m—1 , (6.37) 
Kn, At Dm > min[S;, ,- de s Stn]. 


Dı > Dz > … > Dm. Gray and Whaley (1999) 首先 对 m = 1 情形 给 出 了 重 置 期 
权 的 显 式 定 价 公式 . 对 一 般 情形 下 重 置 期 权 显 式 定价 公式 的 推导 , 读者 可 参看 文献 
Liao and Wang (2003). 
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本 章 介 绍 金融 市 场 的 一 般 框 架 . 87.1 节 介 绍 在 It6 过 程 框架 下 欧式 未 定 权益 
定价 和 对 冲 的 蒜 方 法 的 基本 概念 和 基本 结果 . 87.2 节 介 绍 在 扩散 过 程 框架 下 , 通过 
PDE 方法 实现 欧式 未 定 权 益 的 定价 和 对 冲 . 然后 在 87.3 节 中 , 我 们 介绍 两 种 求解 
欧式 期 权 定价 显 式 解 的 概率 方法 , 并 通过 举例 来 说 明 这 些 方法 . 最 后 , 我 们 在 87.4 
节 中 简要 地 讨论 了 扩散 模型 下 的 美式 未 定 权益 定价 问题 . 


§7.1 Itô 过 程 模型 


§7.1.1 AMR BRM 


AeA ALA T. > B= (B),---, BY)’ 为 完备 概率 空间 (Q, F, P) 上 的 d- 
维 布朗 运动 , 其 中 zr 表示 向 量 z 的 转 置 . 记 (F) 为 (B) WAR o- 代数 流 , LH 
(Fà 适应 可 测 过 程 全 体 . 沿用 第 四 章 中 定义 的 记号 C 和 C2. 设 It6 过 程 X 的 典 
则 分 解 为 


t t 
Xs = Xo 十 J a(t)"dB + f b(t)dt, 
0 0 


则 令 
C2(X) = fo E€ L: ba E (L?)4, bE c}. (7.1) 


考虑 由 m+ 1 种 资产 形成 的 金融 市 场 . 假定 每 种 资产 i 的 价格 过 程 (5i) 为 严 
格 正 的 It6 过 程 . 因为 它 的 对 数 也 是 It6 过 程 , 所 以 可 以 将 (Si) 表示 成 


dsi = si [o*(t)aB, + yi(t)ae], Si =p, 0<i<m. (7.2) 


BK u = (10,… ,Am)7 为 上 涨 率 向 量 (appreciation rate vector), o 为 波动 率 和 矩阵 (volati- 
lity matrix). 我 们 指定 其 中 任意 一 种 资产 为 计价 单位 , 比方 说 资产 0. > % 三 (59)-1， 
称 Y 为 时 刻 t 时 的 折算 因子 (deflator). 由 It6 AX, 有 


dy = ~74[0°(t) dB. + (u(t) ~ lo) at]. 
令 Se = (58 SP), Se = (i, 5), 其 中 Si = Si. 则 有 


dSi = Si\a‘(t)dB, + b'(t)dt|, 1<i<m, l 7.3 
) 
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其 中 
ai(t) = oi(t) — ot); b(t) = p(t) — pt) + lo (OP — o (10° (t). 
特别 地 , 如 果 资 产 0 为 银行 账户 , 其 利率 过 程 为 (r(t)), 那么 
a‘(t)=o'(t), (t) = p(t) — r(t). 
交易 策略 为 一 对 Fe 适应 过 程 = {0°,0} , 其 中 9(t) € £7(S°), 
A(t) = (6*(t),--- ,A™(t))”, B ELS"), VI Sigm. 


0i(t) 表示 在 时 刻 t 持 有 资产 i 的 单位 数量 . 交易 策略 $ = (0°, 0} E t 时 的 财富 V, 
为 
V; = 0°(t)S°(t) + 0(t)S(t). (7.4) 


其 在 时 刻 t 的 折 现 财富 为 Vi = Vie. 称 交易 策略 p= {0,0} 为 自 融资 的 , 如 果 
0 u 0 : T 
V =V + ‘| 6°(u)dS® + J 6(u)"dSy. (7.5) 


称 一 自 融资 策略 是 容许 的 , 如 果 它 的 财富 过 程 非 负 . 令 Sm+1 = = Si. 称 一 自 
融资 策略 o= {00,0} 是 许可 的 (allowable), 如 果 存 在 一 正常 数 c 使 得 财富 过 程 满 足 
V; > 一 CSP+1. 

与 Black-Scholes 模型 下 的 情形 类 似 ( 见 引 理 5.1), 我 们 有 自 融资 交易 策略 的 如 
下 刻画 . 


引 理 7.1 一 交易 策略 $ = {0.0} 是 自 融 资 的 当 且 仅 当 


dV, = 0(t)dSe. 
证 明 Bi o= {00,0} 为 一 自 融 资 策 略 . 将 dS, Ady, 改写 为 


dS, = os(t)dB: + ps(t)dt, 





dy, = 0,(t)dB, + py(t)dt. 
对 乘积 Ven 运用 It6 公式 , 由 (7.5) 得 到 (注意 d(S?%) = 0) 
dV, = Vidy + dV; + dV, yri 
= (O(t) - Si)dy + 720(t)'audS; + [0(t)'auos(t)|o,(t)dt + 0° (t)d( Sy) 
=0(t)[Sidye + dS; + d(S, yri) = 0(t)dS;. 
可 以 类 似 证 明 “ 充 分 性 ”部 分 (BN (7.6) 蕴含 (7.5)). 口 
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87.1.2 ”等 价 鞭 测度 与 无 套利 

假定 资产 j 为 计价 单位 . 令 Q 为 与 “客观 ”概率 测度 P 的 等 价 概率 测度 . 如 果 
折算 价格 过 程 (向 量 形式 ) 为 Q- BR, 则 称 Q 为 市 场 的 等 价款 测度 . 我 们 记 MI R 
示 以 资产 j 为 计价 单位 时 所 有 等 价 著 测度 全 体 . 

下 面 的 定理 表明 , 对 {0,--- ,m} 中 的 任意 序 偶 (i, 7), 存在 Mi 到 Mi 的 双 射 . 


EH 7.2 $ je {0,1,…,m}. WP e Mo, 通过 下 式 定义 概 率 测度 Q 








= Fists, (7.7) 
将 它 记 为 h;(P*). Wh; 是 从 M0 到 MI 的 双 射 (bijection). 
证 明 & y=(S])1, 且 令 
Si = St, 0<i<m. 


设 P* e MO, 按照 (7.7) 定义 概率 测度 Q. 由 于 (S09)-157 为 P*- e, 故 一 定 有 








M: :=E* [县 Fil = Bpis. 
根据 如 下 事实 g 
M.S: = My Si = shot 
0 
得 知 Q 为 市 场 中 以 资产 j 为 计价 单位 的 等 价 革 测度 , 即 Q € Mi. 口 


称 市 场 存在 套利 机 会 , 如 果 存在 一 许可 的 自 融资 策略 使 得 其 初始 财富 Vo AS, 
但 是 终端 财富 Vr 非 负 且 P(Vr > 0) > 0. 

下 面 我 们 指定 资产 0 为 计价 单位 . 根据 引 理 7.1, 对 任何 QEM, 自 融资 策略 
的 折算 财富 过 程 为 Q- ARR. 从 而 对 任意 Q se M°, 许可 的 自 融 资 策略 的 折算 财 
富 过 程 为 Q- ER. 


定理 7.3 ”如果 市 场 存在 等 价 革 测度 , 即 M0 4 o, 则 市 场 无 套利 . KMS Qe 
M°, WE R = E(—4.B)r, Y € (L?[0, Tt, E 为 下 面 线性 方程 的 解 : 
Fr 





a(t)p(t) = b(t), dt x dP—a.e., a.s. f [0,T] x Q. (7.8) 

证 明 令 P* eMe. 设 $= {0,0} 为 一 初始 财富 为 零 的 许可 的 自 融资 策略 . 

如 上 所 述 , 其 折算 财富 过 程 (V) A P- ERR 因此 , 我 们 一 定 有 E*[Vr] < 0. 从 而 
市 场 无 套利 . 
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令 Qe Mo. 并 令 
M: =E( IF). 
则 (Mi) 为 P- BR. 由 Brown 运动 的 鞭 表 示 定 理 知 , 存在 o € (L) 使 得 dM, = 
o(t)dB,. & Y(t) = 一 9(t)/Mi, WA M = E(-y.B), 又 由 Girsanov 定理 知 B? = 
B+ f Wejds 为 Q-Brown 运动 . 此 外 , 由 定理 4. 18 知 (Bp) 在 Q 下 关于 (Fi) 也 
有 识 表 示 性 . 因此 存在 某 一 o* e (Li 使 得 


dS, = o* (t)dB} = o*(t)(dB: + w(t)dt). 


根据 It6 过 程 (8) 的 典 则 分 解 唯一 性 和 It6 随机 积分 在 测度 等 价 改变 下 的 不 变性 ， 
并 从 (7.3) 可 知 

o*(t) = S,a(t), dt x dP—a.e., a.s., 
因此 有 

a(t)p(t) = b(t), dt x dP—a.e., a.s.. 


从 而 (w(t)) 为 方程 (7.8) 的 一 个 解 . 口 
自然 会 提出 一 个 问题 : 为 了 使 市 场 存 在 等 价 骨 测度 , 我 们 对 扩散 过 程 (5,) 的 系 
Ra 和 需 做 出 什么 限制 ? 下 面 的 定理 给 出 了 该 问题 的 部 分 回答 . 


定理 7.4 wR (7.8) 有 一 解 es (C2)4 满足 


T 
E [ex | wora) < oo (7.9) 


和 


E [ex 人 la’ (t) -ao <œ, l<i<m, (7.10) 


那么 Radon-Nikodym 导数 为 


R = £(-v.B)r 
的 概率 测度 Q 属于 M. 特别 有 M 4 0. 

证 明 y A (7.8) 的 一 个 解 , 且 满 足 (7.9). 由 Novikov 定理 (定理 4.11) 知 
2(- 少 B) 为 P- 鞭 ， 因 此 我 们 可 定义 概率 测度 Q, 使 得 TS = E(B)r. 为 了 证 


明 Q@ 属于 Mo, 即 (5.) 是 Q BR, AU €(-v.B)S 为 P- RAPHY. 根据 (7.3) 和 
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(1.26) 有 
t t 
Si = Sew { | la'(o)dB, + b'(sjds] — 5 f la'(s)Pas}. 


故 从 (7.8) 得 到 
~, t ? t $ 
£(—¥.B):5t = exp { | (a'(8) -— w(e))aB.— 5 | la (8) - w(e)Pas}. 


再 由 (7.10) 和 Novikov 定理 知 E(—y.B)S* 为 P- $. 定理 证 毕 . 口 
由 该 定理 可 给 出 如 下 定义 . 


定义 7.5 WR a 满足 (7.9) 且 方 程 (7.8) 有 一 解 y 满足 (7.10), 则 称 市 场 是 标 
准 市 场 . 


根据 定理 7.4 和 7.3 知 标准 市 场 中 存在 等 价 轩 测度 . 
iE BBR 0 是 利率 为 >( 的 银行 账户 , 且 方 程 (7.8) 有 一 解 ne (C2)4. 则 
称 这 样 的 7 为 风险 (过 程 ) 的 市 场 价格 . 注意 到 在 该 情形 下 , 方程 (7.8) 变 为 


o(t)n(t) = w(t) —r(t)lm, dt x dP—a.e.,a.s.F [0,T] x Q, (7.8) 


其 中 Im = (1,… ,1)". 因此 风险 的 市 场 价格 的 经 济 意义 就 是 7 给 出 了 风险 资产 价 


格 超额 收益 率 u- rlm 与 “风险 ”c 大 小 的 比例 关系 . WR Q 为 等 价 蒜 测度 , H. 


R = E(—n.B)r, 那么 n 刚好 是 风险 的 市 场 价格 . 


下 面 的 定理 给 出 了 存在 唯一 等 价 扶 测度 的 一 个 充分 条 件 . 


定理 7.6 ”假设 m > d，a(t)"alt) 在 [0,T] x Q 上 关于 dt x dP a.e., as. 非 退 化 ， 
其 中 a(t)” 表示 和 矩阵 a(t) 的 转 置 . 令 v(t) = (alt) alt) talt) blt). WR y 满足 
(7. 8), E a, y WA (7.9) 和 (7.10), 那么 该 市 场 存在 唯一 的 等 价 蒜 测度 P* . 此 外 
我 们 有 











e[E |7] = exp { - [ w(s)dB, — J IW(s)Pds}, 0< t< T. 


证 明 ”在 该 定理 的 假设 下 , 市 场 是 标准 的 , 从 而 根据 定理 7.4 FESR RH 
度 . 为 了 证 明 等 价 蒜 测度 的 唯一 性 , + Q 为 一 等 价 蒜 测度 . 存在 e (C2)4 使 得 
2 = €(-0.B)p. 由 定理 7.3, 有 a(t)9(t) = b(t). 从 而 将 (a7 (t)a(t))—20"(t) 乘 到 等 
式 的 两 边 , 得 到 ot) = w(t). 唯一 性 得 证 . 口 
注 MR m=d, > y(t) = alt) tolt), BA v(t) = alt) tolt) 自动 满足 (7.8). 
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定义 7.7 令 Qe AM0. 称 欧式 未 定 权益 ( 即 一 非 负 Fr- 可 测 随机 变量 ) € 为 Q- 可 
复制 的 (或 可 达 的 ), 如 果 存 在 容许 自 融 资 策略 使 得 其 终端 财富 等 于 上 且 折算 财富 
过 程 为 Q- BR. 这 样 的 交易 策略 称 为 上 的 Q- 对 冲 策略 . 


现在 假设 市 场 存 在 唯一 的 等 价 蒜 测度 P*. 根据 Jacod 和 Yor (1977) 中 的 一 定 
理 , 等 价 鞭 测度 的 唯一 性 蕴含 等 价 测度 下 的 蒜 表 示 性 质 . 从 该 结果 出 发 我 们 可 以 证 
明 市 场 是 完备 的 , 即 折算 价值 E 为 P*- 可 积 的 任何 欧式 未 定 权 益 上 是 P*- 可 复 
制 的 . 在 我 们 所 考虑 的 特别 情形 中 , 下 面 将 给 出 市 场 完备 性 的 一 个 直接 证 明 . 


定理 7.8 ”如 果 定 理 7.6 的 条 件 得 以 满足 , 则 市 场 是 完备 的 . 


证 明令 P 为 唯一 的 等 价 鞭 测度 . 由 定理 7.6 有 ai = E(_y.B)z, 其 中 






v(t) = (a7 (t)a(t))~*a7 (t)b(t). 


BY = B+ J “ys)ds, 则 (By) 为 P*-Brown 运动 . 令 é 为 一 未 定 权益 , 满足 
E" [y$] < œ. 令 
Vi = yi 'E* [yr | Fa. 


WUT OMA (V) A P*- BR. 因为 由 定理 4.14 知 (Bt) 在 P* 下 关于 (F) 也 有 
蒜 表 示 性 质 , 所 以 存在 (Cri 中 的 两 个 过 程 太 和 K 使 得 


dV, = HdB? = H.(dB, + w(t)dt), 
dS, = K,dBt = K,(dB, + w(t)dt). 


令 C 为 一 矩阵 ,其 元 素 cij(t) = 6ijSi,1 < i,j <m. 从 (7.3) 知 Ki = Cralt), 
a(t)y(t) = b(t). 因此 有 


(a7 (t)a(t))~!a’ (t)C7 dS, = dB, + w(t)dt. 


O(t) = Ay(a" (t)a(t))~*a7(t)C;", 
6°(t) = SPT [Vi — A(t) - Sd). 


W g = {00,0} A E 的 对 冲 策 略 , ROS (V). 根据 定义 知 市 场 是 完备 的 . O 
tO WR m = da 且 市 场 是 标准 的 ,那么 市 场 是 完备 的 当 且 仅 当 对 (tw) € 
[0, T] x Q, a.e., a.s., a(t,w) 非 退 化 . 参见 Karatzas (1997). 
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87.1.3 ”欧式 未 定 权 益 的 定价 和 对 冲 


我 们 在 该 小 节 中 研究 欧式 未 定 权 益 的 定价 和 对 冲 问 题 . 假定 市 场 中 存在 等 价 著 
测度 . 

S & 为 一 未 定 权益 . 很 自然 会 问 : 的 “公平 ”价格 过 程 是 什么 ? 假定 yE 关 
于 某 个 P e Mo 可 积 . 我 们 令 


Vi = y 'E* [yr € | Fa. (7.11) 


如 果 将 (Vi) 看 作 一 种 资产 的 价格 过 程 , ABA A T AA R THe aR EES OR 
测度 , 因为 该 资产 的 折算 价格 过 程 为 P*- BR. 因此 应 该 将 (Vi) 看 作 的 “公平 ” 价 
格 过 程 的 候选 者 . 但 是 “公平 ”价格 的 这 种 定义 依赖 等 价 拷 测度 的 选择 . 确定 一 等 
价 靳 测度 等 价 于 界定 相应 的 风险 市 场 价格 . 然而 , 是 市 场 本 身 确定 了 风险 的 市 场 价 
格 . 从 而 , 在 实践 中 , 基于 统计 模型 可 以 利用 已 知 的 未 定 权 益 的 市 场 数据 来 估计 风 
险 的 市 场 价格 . 

下 一 定理 表明 , 可 以 合理 地 确定 可 复制 未 定 权益 的 公平 价格 . 


定理 7.9 $ P QEM ,为 下- 和 Q- 可 复制 的 未 定 权 益 . > (Vi) (相应 地 ， 
(Uz)) 为 & 的 P- (相应 地 , Q@-) 对 冲 策略 的 财富 过 程 , 则 过 程 (V) 和 (U) 无 区 别 ， 
而 且 Vi 由 (7.11) 给 出 . 


证 明 SK = nV, Di = Ue. W (V) A P- BA Q- LB, 而 (T) A Q- BW 

和 P- ERR. 注意 到 Ur = Vr = ,我 们 有 
E* [Vr] Fi] = V > Eg{Vr| Fi] = Th. 

因此 Vi > U, as. . 同样 地 , 我 们 有 U: > Va, a.s.. AM V =U. 该 定理 的 最 后 一 
个 断言 显然 成 立 . o 

注 REEM 7.9, 对 一 P*- 可 复制 的 未 定 权 益 上 , 自然 地 定义 它 在 t NAD 
平 ” 价格 由 (7. 11) 给 出 . 我 们 称 这 种 定价 方法 为 风险 中 性 定价 (risk-neutral pricing) 
或 套利 定价 (arbitrage pricing). 

现 假设 定理 7.6 的 条 件 得 以 满足 . 因此 该 市 场 存 在 唯一 的 等 价 著 测度 P*, 由 定 
理 7.8 知 市 场 是 完备 的 . HE 为 一 欧式 未 定 权 益 , 使 得 7,6 为 P*- 可 积 . 从 定理 7.8 
的 证 明 中 可 以 看 出 , 这 实际 上 存在 E 的 P- 对 冲 策略 . 因而 在 该 情形 中 , 上 的 “ 公 
平 ” 价格 过 程 由 (7.11) 给 出 . 

一 般 地 , 如 果 未 定 权 益 E 不 可 复制 , 我 们 不 能 唯一 定义 其 “公平 ” 价格 过 程 . 在 
该 情形 下 , 我 们 需要 新 类 型 的 交易 策略 . 与 离散 时 间 情 形 类 似 , 一 个 带 消费 的 策略 
为 满足 如 下 性 质 的 交易 策略 $ = {0°,0,C}: 对 所 有 te [0,T], 有 


6°(t)S° + O(t) - Se = 6°(0)S° + 0(0) - So + f i 6°(u)dS° + f ' 6(u)dS,, — C: 
0 0 
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其 中 (C) 为 一 适应 的 连续 非 减 过 程 , 在 t = 0 处 为 零 . C* 表示 到 t 时 的 累积 消费 . 
与 之 相对 应 的 , 一 个 带 再 投资 的 策略 为 满足 如 下 性 质 的 交易 策略 由 = {0°,0, R}: 对 
所 有 te (0,7), 有 


0°(t) S59 + O(t) - Se = 0°(0)58 + 0(0) - So + 6°(u)ds? + f | 0(u)dS, + Ri 
0 0 


其 中 (R) 为 一 适应 的 连续 非 减 过 程 , 在 t = 0 处 为 零 . 忆 表示 到 t 时 的 累积 
再 投资 . 对 于 这 两 种 策略 中 的 任 一 种 , 记 Vle) 为 9 在 t 时 的 财富 , 即 v) = 
6°(t)S? + O(t) . Se 与 离散 时 间 情 形 类 似 , 对 任何 等 价 鞭 测度 Q 来 说 , 带 消费 的 策 
略 的 折算 财富 过 程 为 一 Q- ARER 相反 地 , 带 再 投资 的 策略 的 折算 财富 过 程 为 
一 Q- ARF. 我 们 用 Ge 表示 所 有 带 消费 的 容许 策略 全 体 ，9,. 表示 所 有 带 再 投 
资 的 容许 策略 全 体 . 

下 一 定义 看 起 来 是 合理 的 . 


定义 7.10 KE 为 一 欧式 未 定 权益 , E KATHA QEM 是 Q@- 可 积 的 . 令 


Ve = essinf {Vi(9) : $ € Ge, Vr(d) > £}, 


V? = esssup{Vi($) : $ € Gr, Vr(o) < £}. 
称 Vs 和 Ve 分 别 为 & 在 t 时 的 卖方 价 和 买方 价 . 





YER, 存在 Vs (BV?) 的 右 连 续 版 本 , 使 得 Vs (RV?) 为 一 Q- ER (或 局 部 
Q- FR). 

关于 该 论题 的 详细 讨论 , 建议 读者 参考 Karatzas (1997) 或 Musiela & Rutkowski 
(1997). 注意 , 我 们 关于 买 价 的 定义 与 以 上 参考 书 中 的 有 细微 差别 . 
§7.1.4 ”计价 单位 的 改变 

下 一 定理 表明 风险 中 性 定价 在 计价 单位 的 改变 下 具有 不 变性 . 
定理 7.11 令 je{0,1,…,m}，h; 是 由 (7.7) 定义 的 从 M? 到 Mi 的 双 射 . 如 
R P eM, HEA PE- 可 复制 的 未 定 权益 , 那么 为 一 hj(P*)- 可 复制 的 未 
定 权 益 , 并 且 其 “公平 ”价格 过 程 在 计价 单位 的 改变 下 不 变 . 


证 明 设 A P- 可 复制 的 未 定 权益 . > y = (Si, RITA 









0 . 
Eoly/.é] = E" [Mr] = "yd] a 
0 


这 蕴含 的 P*- 对 冲 策 略 也 是 E 的 Q- 对 冲 策略 . 因此 , E 是 Q- 可 复制 的 未 定 权 
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益 . 而 且 , 根据 条 件 期 望 的 Bayes 法 则 (定理 1. 11) 有 


(Y) Eal, El Fel = (4) My EB* [MrYé| Fel 
=E"(y,€| Fail. 


这 就 证 明了 & 的 “公平 ” 价格 过 程 在 计价 单位 的 改变 下 具有 不 变性 . 口 
一 个 例子 : 互 换 期 权 


现 举 一 个 例子 说 明 如 何 应 用 拷 方 法 和 计价 单位 的 改变 来 做 期 权 定价 .考虑 由 
d+ 1 种 资产 组 成 的 市 场 (d > 2): 一 利率 为 + 的 存储 帐户 和 d 种 股票 , 股票 的 价格 
过 程 (51),i = 1,2,… ,d 满足 下 面 的 It6 方程 : 


d 
dS} = Silyidt + >》 oi;dB!), i =1,2,--- ,d, 
j=1 
其 中 piou 为 常数 , H (BL, B?,---, Be) 是 d 维 布 朗 运 动 . 我 们 考虑 一 种 所 谓 的 互 
换 期 权 . 它 赋予 持 有 者 在 T 时 用 股票 2 交换 股票 1 的 权利 , 而 无 需 承担 义务 . 该 期 
权 的 回报 为 = (SŁ - S2)+. Margrabe (1978) 首先 在 Black-Scholes 框架 下 研究 了 
互 换 期 权 . 通过 改变 计价 单位 来 求解 该 问题 的 方法 源 于 Davis(1994). 下 面 我 们 接 
照 Karatzas (1996) 来 介绍 这 一 方法 . 
假定 矩阵 A = (oi;) 是 正定 的 . > 


d d 
Zo(t) = exp { - D0:Bi ~ 5 St}, o<e<r 
i=l i=] 


和 


Z = Zo(7), 
其 中 (01,… 08)" = A-1(J ry pt r)". D (Ze) JE P- BE By Be SH HIE 
RNE. 令 


Bit = Bi + 60t, Si* =e" S}, i =1,2,--- ,d, 





WA (B}*, B?*,---, Be)" 为 P* 下 的 d 4 Brown 运动 , H. 


d . 
>D Tij dB}* . 
j=1 


dsi* z= a 





由 (7.9) 知 互 换 期 权 的 价值 过 程 为 


V: = WE yr (Sp — SHH IF:, 
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其 中 y = e-"t. 现在 以 资产 2 作为 计价 单位 , 相应 的 拷 测 度 Q 如 下 给 出 : 








dQ . 

dP" = ot = ~ ar 
: ae Ss _ sh 
Bi = By* — Oait, Xe = oa = ga 


则 (B}, B?,-.. , Bd)" 为 Q 下 的 d 4 Brown 运动 , B 
d 


dX; = Xd pe = oi = X,odW;, 


j=l 


其 中 0 一 D loy = 025)? ’ (Wi) 为 Q 下 的 一 维 Brown 运动 . 因此 有 
\ j= 


Vi = S2Eg ($ : 中 四 = S2Eol(Xz - 1)*|Fi] 


=S2[XN(di) — N(d2)] = SEN (d1) — SÈN (d2), 


其 中 
log( Xe) + 202(T —t) log(X;) 一 sor —t) 
nT er er. a 


这 里 需要 提醒 注意 的 是 : p 和 7 并 未 出 现在 上 面 的 定价 公式 中 . 


87.2 ”期 权 定价 的 PDE 方法 


在 该 节 及 87.3 节 里 , 假定 市 场 由 m 二 1 种 资产 组 成 , 其 中 一 种 为 银行 帐户 . 记 
So 为 银行 帐户 的 价值 过 程 ，S, = (S!…… ,5Szm)r 为 其 他 资产 的 价格 过 程 ， 我 们 取 
(S59) 为 计价 单位 . 假定 利率 过 程 具有 形式 r(t, S+), 其 中 r : Ry xR" 一 及 + Æ Borel 
可 测 的 , 且 (S) 为 扩散 过 程 . 此 外 , 假设 存在 关于 (S) 的 等 价款 测度 P* . 则 在 Pe 
F, (St) 可 写成 : 


dsi = si [oilt, SdB; +r(t, Sı)dt], Si =p 1<i<m, (7.12) 


KP o: R} x R” 一 M™4 # Borel 可 测 的 , (B7) A P* 下 的 d 4E Brown 运动 . 如 
R r(t,z)z AFB (zioi) 关于 z WA Lipschitz 条 件 和 线性 增长 条 件 , 那么 根据 定 
理 4.18, (7.12) 有 唯一 解 
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当 维 数 m 较 低 时 , 比如 说 小 于 或 等 于 2, 用 Monte-Carlo 模拟 方法 来 计算 期 权 
价格 很 有 效 . 但 是 当 维 数 m 大 于 或 等 于 3 时 , 则 PDE( 偏 微分 方程 ) 方法 更 合适 . 
下 面 我 们 将 介绍 期 权 定价 是 如 何 与 抛物 型 PDE 联系 在 一 起 的 . 

设 欧式 期 权 上 具有 形式 g(Sr), 9 为 Rt 上 的 Borel 函数 . 假定 E*[y,.9(Sr)] 
< co. 由 (7.11) 知 , REN EE t 时 的 价格 为 


Vi=E* |e- JE rs,3o)deg(Sr) |F] . (7.13) 
WR V, 可 以 表示 成 Vi = F(t, St), 那么 根据 扩散 过 程 (S+) 的 Markov 性 , 直觉 告诉 


我 们 应 该 有 
F(t, x) = E* [e7 Se r(,S4)d8 (Sr) |S, = z]. 


利用 马 氏 过 程 的 记号 , 可 以 将 上 式 重新 写 为 
F(t, £) = E***[e~ Je "(s,Ss)dsg(S7)]. (7.14) 
因此 , 在 系数 r+ 和 oi 满足 一 些 技术 性 条 件 下 , F(t,z) 是 如 下 抛物 型 PDE 的 解 : 


-Ĉu y ru= Au, zj € [0,T) x R$, (7.15) 


其 终端 条 件 为 ulT, x) = g(x), 其 中 


ig a < ð 
At = 3 2 Qik(t, 7) aa 十 drt a) 
a(t, x) = xo(t,x)(xo(t,x))”. 经 典 的 Black-Scholes 微分 方程 为 (7. 15) 的 特殊 情形 . 
通常 地 , 可 以 利用 有 限 差分 法 来 数值 求解 PDE. 参见 文献 Wilmott, Dewynne and 
Howison (1993) 和 姜 礼 尚 (2003). 


87.3 用 概率 方法 求 欧式 期 权 定价 显 式 解 


在 该 节 中 我 们 根据 Goldenberg (1991) 来 介绍 求 欧式 期 权 定价 显 式 解 的 概率 方 
法 , 期 权 标的 资产 价格 服从 扩散 过 程 . 该 方法 通过 线性 与 非 线性 时 间 和 刻度 变换 将 
复杂 的 扩散 过 程 变 为 熟悉 的 过 程 , 从 而 得 到 期 权 定价 公式 , 并 统一 了 许多 已 有 的 结 
R. 


§7.3.1 时间 和 刻度 变换 


考虑 由 两 种 资产 组 成 的 市 场 : 利率 为 确定 性 函数 (r) 的 银行 帐户 和 一 只 股票 . 
假设 在 唯一 的 等 价 蒜 测度 P* F, 股价 由 扩散 过 程 刻 画 : 


dS, = S: [et S:)dB} + ridt], So =p, (7.16) 
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EH o X R+ xR ERY Borel 函数 , (BY) 为 P* 下 的 标准 布朗 运动 . > 
P(t,s) =e Je, ts, 


为 到 期 日 为 s 的 单位 折 现 债券 (discount bond) Æ t 时 的 价格 . 到 期 日 为 s 执行 价 
RA K 的 买 权 (S。- K)t 在 上 时 的 价格 为 V = C(t, Sss, K), 其 中 

C(t, zi 8, K) = P(t, s)E*((S, — K)*|S; = 2}. 
假设 C(t, 2; 8, K) 有 显 式 表达 式 . 我 们 下 面 的 目标 就 是 如 何 利用 时 间 和 刻度 改变 从 
C(t,2;s,K) 出 发 推导 出 一 类 市 场 中 基于 某 一 风险 资产 的 买 权 的 定价 公式 . 


定理 7.12 设 G= Frap 在 随机 基 (Q, (Gi), F, P) 中 , 市场 的 风险 资产 价格 过 程 
可 以 表示 为 











= f(t)S-(t), 
其 中 (S) AW (7.16) 的 扩散 过 程 , f 和 r 为 严格 正 的 确定 性 函数 , H f(0) = 
4 ig 
1,7(0) = 0, 7 可 微 且 严格 增 . 又 设 P(t, T) = exp {- wea) 是 到 期 日 为 


T 的 单位 折 现 债券 在 t 时 的 价格 , 其 中 (ry(t)) 为 市 场 中 确定 性 利率 函数 . 则 买 权 
(Yr 一 K)+ E t 时 的 价格 为 








人 ~- BEDID, ee 
= Bet remy CO FO Fe) (7.47) 
证 明 我 们 有 
Ve = Py(t, T)E* [(Yr = K)*|Fray] 
De Pn ee 
aoe (8), (DE bee Fay Fee 
=PO CO FH" Fe) 

(7.17) 得 证 . o 


§7.3.2 Merton 模型 下 的 期 权 定 价 


现在 通过 一 个 例子 来 说 明 公式 (7.17). 在 Merton 关于 Black-Scholes 模型 的 推 
广 中 , 银行 帐户 的 利率 依赖 于 时 间 , A r(t), 标的 资产 回报 红利 且 它 的 期 望 收益 率 、 
波动 率 和 红利 率 都 依赖 于 时 间 , 分 别 记 为 ult), olt) 和 g(t). 假定 r(t), u(t), olt), a(t) 
为 t 的 确定 性 函数 . 在 风险 中 性 概率 测度 P F, 除权 后 的 股票 价格 过 程 满 足 


dY; =Y; Go — q(t))dt + o(t)aW| (7.18) 
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令 (S,) 满足 Black-Scholes 模型 , 并 且 令 Y; = f(t)S-a). 由 It6 公式 得 


dY; = f'(t)S7(ydt + f(t)dS,(¢) 
=f'(t)S;aydt + F(t) Sr) [ap + rr’(t)at] 
f(t) 
=Y; (Fe +rT (t))at 十 ICVT @aw:] ; 
其 中 a 
w= | Tage 
A P* 下 关于 (Fre) 的 Brown 运动 (利用 Brown 运动 的 Lévy RAME). AT 
A (Ye) 满足 (7.18), 显然 只 需 取 r(t) = 07? fo o(u)?du, 以 及 


f(t) = exp {-g 本 f EA S a(u))du} : 


在 当前 情形 下 , 有 Py(t,T) = exp {- i rey}, 


现在 来 考虑 欧式 买 权 € = (Yr — K)*. 根据 (7.17), 容易 知道 它 在 t 时 的 价格 

等 于 C(t, Yı), 这 里 C(t,z) 由 如 下 推广 了 的 Black-Scholes 公式 给 出 : 
C(t, £) = EN(d,) — Ke~7-* N (d2), (7.17') 
其 中 
ST 

d 和 ds RASS (5.13) 相似 的 表达 式 , 唯一 的 差别 是 那里 的 z,r 和 o? 相应 地 被 
arm ot | “az(sjds 取代 . 关于 利用 PDE 方法 如 何 推导 该 公式 , 建议 读者 参 
考 Wilmott, Dewynne and Howison (1993). 
87.3.3 ”一 般 非 线性 约 化 方法 

S Y) 为 风险 资产 价格 过 程 , 它 在 风险 中 性 测度 下 满足 如 下 的 SDE: 

dY, = rYıdt + o(¥;)dB?. 


如 果 能 够 知道 扩散 过 程 (Ye) 的 转移 密度 函数 , 那么 就 可 以 给 出 以 该 资产 为 标的 资 
产 的 期 权 定价 公式 . 下 面 给 出 一 种 所 谓 的 “ 非 线性 约 化 方法 ” 
令 (Xi) 为 一 具有 已 知 转移 密度 函数 的 扩散 过 程 , 满足 


dX: = p(X:)dt + o(X;)dBt. 


T 
Z= ze Seats g ral r(s)ds, 
th 
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称 (Y) 可 以 约 化 为 (Xt), 如 果 存 在 二 次 连续 可 微 单调 函数 g 使 得 g(Yi) = Xe. 由 
I6 公式 知 ， 

dg(%) = (rg (YY + Z9" (Y:)0? (Y;))dt + g'(Y:)o (Y+)dB;. 
因此 , 如 果 


ryg'(y) + 39" (y)o? (y) = Ag 人 )， 
9'(y)o(y) = F(9(y)), 


那么 g(¥) = Xz. 


定理 7.13 > px(t,z;T,z) 为 (Xi) 的 转移 密度 函数 . 则 扩散 过 程 (Y) 的 转移 密 
度 函 数 Dy (t,y;T, z) 满足 





Py (t,y;T, 2) = px(t, gly); T, g(2))g' (2). (7.19) 
证 明 ”我 们 有 
E*[h(¥r)|¥ = y) =E" [h(g (Xr))|X: = 9 人 
= fh(g (o) pxlt u)s7, wdw 
= [ he)px(t, g0): T, 9(2))g ae, 
从 而 可 得 (7.19). 口 
87.3.4 CEV 模型 下 的 期 权 定 价 


本 节 通 过 一 个 具体 例子 说 明 如 何 用 非 线性 约 化 方法 来 进行 期 权 定 价 . 

假定 股票 价格 过 程 由 常数 方差 弹性 (constant elasticity of variance, 简称 CEV) 
过 程 刻 画 : 

dS, = Sidt + oS? dBi, (7.20) 
其 中 0 < a < 2 为 一 常数 , 即 所 谓 的 弹性 因子 (elasticity factor). 如 果 在 (7.20) 中 
a = 2, 该 模型 退化 为 Black-Sholes 模型 . 

在 风险 中 性 概率 测度 P* 下 , (7.20) 变 为 


dS, = rS,dt + 0S; dB:, (7.21) 


下 面 利用 定理 7.13 对 a = 1 这 一 特殊 情形 来 推导 期 权 定价 公式 .首先 考虑 
r=0 情形 . 相应 的 过 程 记 为 (Y), 即 


dY, = oy,idB:. 
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令 X= pi 则 
dX; = - at + dB}. 
(Xi) A— Bessel WH, 其 转移 密度 函数 为 
px(t,2;T,y) = raf- ps} i(=4), 


其 中 Iı 为 修正 了 的 Bessel 函数 , 指数 为 -1. 对 应 于 价格 过 程 (Ye) 的 买 权 在 t 时 
的 价格 为 


Oy(t, Yi;T, K) = f lo-1(y) — Klpx(t, 9(¥:);T, y)dy, 
go (y)>K 


其 中 g(x) = vi 现在 令 S= f(t)¥ 7), 其 中 
ft) =e, 7(t)=r (1 -et). 


则 (Se) 满足 
dS; = rS,dt + o SÈ dW., 


其 中 (W) A— Brown 运动 . 于 是 由 定理 7.12 得 


rT 一 r( 
s(t Si T, K) =e TET 0 (70, ;70 FE) 
E -Si (S1)? (n + 1)G(n + 2, K’) 
TR :> É = | 
ee oo 一 S: SI)n+1G(n + 1, K’ 
-KerT-9 |e ( vee |, 
其 中 i, oie 
G(m, £) = maf e~7z™—1dz, 
g= 2re”(T-t) S, P 2rK 
S o2(er(T-t) — 1)’ i o2(er(T-t) 一 1) 


对 0< a < 2 这 种 一 般 情形 , & Xt =o-! (1 - 全) SE. 则 根据 Hta 公式 得 


we 
Q 

4 (a — 5) xX; 

(Xi) 为 刻度 和 时 间 改 变 的 Bessel 过 程 , 其 转移 密度 函数 是 已 知 的 . 因此 仍然 能 够 

给 出 期 权 定价 的 分 析 表 达 式 . 


dX, =r(1 — 3) Xedt = dt + dB}. 


. 186 - 第 七 章 16 过 程 和 扩散 过 程 模型 


§7.4 ”美式 未 定 权益 的 定价 


现 考虑 扩散 模型 框架 下 的 美式 未 定 权益 定价 问题 . 这 里 采用 前 一 节 的 符号 . 请 
回忆 一 下 , 美式 未 定 权益 定义 为 一 适应 的 非 负 过 程 (hi)ox:<r， 为 了 简单 起 见 , 我 
们 只 考虑 具有 形式 h = g(t, S) 的 美式 未 定 权 益 . WR m = 1, 则 关于 美式 买 权 有 
g(t, z) = (x — K)*+, 而 美式 卖 权 为 g(t, zx) =(K — x)*. 

令 Tir 为 所 有 在 t, T] 内 取 值 的 停 时 全 体 . 并 令 


®(t,2) = sup E** [en JE rls,Ss)dsg(7, S,)| ; (7.22) 
TERT 
其 中 假设 函数 9 使 得 O(t,c) 有 定义 . 不 难 证 明 过 程 Y@(t S) A-ER, 且 对 所 有 
的 te [0,7], 它 控制 了 过 程 Yg(t Se). 
下 面 两 个 定理 为 有 关 美 式 未 定 权益 定价 的 主要 结果 , 其 证 明 可 参考 Karatzas 
(1988). 


ot + Au — ru <0, u 2g, (7.23) 


(% + Apu 一 ru) (g-—u) =0, (7.24) 
u(T, z) =9(T,z), rz € R™. (7.25) 


现在 转向 美式 未 定 权 益 的 最 优 执行 问题 . 令 re Tor. 如 果 在 停 时 r 处 执行 美 
式 未 定 权益 , 则 损益 g(r, S7) 的 初始 价值 为 





Vi =E le =- fz r(s,Ss adsg(T， S, )|: 
令 
= inf ft E [0,7] : ®(t, Se) = g(t, 5}. (7.26) 


则 7* 为 Tor 中 使 得 VY 最 大 化 的 停 时 . 因此 将 r* 作为 美式 未 定 权益 的 最 优 执行 
时 间 是 合理 的 . 
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在 Black-Scholes 模型 中 , 假定 利率 是 常数 或 者 是 时 间 的 一 个 确定 性 函数 . 对 于 
以 股票 之 类 作为 标的 物 的 短期 期 权 来 说 , 这 是 一 个 可 接受 的 近似 . 然而 对 利率 衍生 
品 的 定价 或 者 有 关 利 率 方面 的 风险 管理 来 说 , 这 是 一 个 不 合理 的 假设 . 因此 , 研究 
跑 机 利率 模型 和 利率 衍生 品 的 定价 是 金融 数学 的 一 个 主要 论题 之 一 . 

所 谓 利率 模型 , 是 指 对 债券 收益 率 关 于 离 债券 到 期 时 间 的 依赖 关系 的 一 种 数学 
描述 , 这 一 关系 被 称 为 利率 期 限 结构 . 按照 对 利率 期 限 结构 建 模 的 过 程 来 区 分 , 可 以 
把 它们 大 致 分 为 两 种 类 型 : 第 一 类 是 根据 市 场 均 衡 条 件 推导 出 的 均衡 模型 , 属于 这 
类 模型 有 Vasicek 模型 、CIR 模型 等 ; 第 二 类 是 通过 相关 债券 之 间 必 须 满足 的 无 套 
利 条 件 建立 的 无 套利 模型 . 属于 这 类 模型 的 有 Hull-White 模型 、HJM 模型 、 BGM 
模型 等 . 另外 , 按 刻 画 利 率 期 限 结构 的 方法 来 分 , 它们 又 可 以 分 为 短期 利率 模型 、 远 
期 利率 模型 和 状态 价格 密度 模型 . 该 三 类 方法 分 别 由 Vasicek (1977), Heath, Jarrow 
and Morton (1987, 1992), 以 及 Flesaker-Hughston (1996) 首先 提出 . 本 章 将 按 这 三 
类 方法 介绍 一 些 利率 期 限 结构 模型 , 其 中 包括 各 种 单 因子 短期 利率 模型 、HJM 模 
型 以 及 HJM 模型 的 一 个 变种 (BGM 模型 ), 后 者 是 由 Brace-Gatarek-Musila (1995) 
提出 来 的 . 此 外 , 本 章 也 简单 讨论 了 利率 衍生 品 的 定价 问题 . 


§8.1 债券 市 场 


§8.1.1 基本 概念 


在 接 下 来 的 讨论 中 , 我 们 固定 一 时 间 区 域 [0, 了 T]. 考虑 所 谓 的 债券 市 场 , 它 由 银 
行 帐户 以 及 所 有 可 能 到 期 日 0 < s <T 的 折 现 债券 构成 . 所 谓 折 现 债券 (或 者 零 息 
债券 ), 是 指 一 种 不 回报 红利 的 金融 证 券 , 且 其 卖 价 低 于 到 期 日 时 的 票面 价值 . 今后 
称 s 时 到 期 的 折 现 债券 为 -债券 , WEE t 时 的 价格 为 P(t, s), 并 假设 P(s, s) 等 
于 1 ( 即 一 个 单位 现金 ). 

一 s- 债券 在 上 < s 时 的 到 期 收益 率 (yield-to-maturity)( 或 简单 地 称 , 收益 率 ) 
定义 为 

¥ (t,) = EPEa) 

它 是 s- HF [t,s] 内 的 平均 回报 . 不 同 到 期 日 之 间 的 收益 率 差别 反应 了 市 场 对 
未 来 利率 的 看 法 . 上 时 的 收益 率 曲 线 为 了 (ts) 关于 到 期 日 的 图 形 . 收益 率 曲线 
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对 离 到 期 时 间 s — t 的 依赖 关系 被 称 为 利率 期 限 结构 . t 时 的 短期 利率 r(t) 定义 为 
aim, Y(t, 8), 如 果 极 限 几乎 必然 存在 . 下 面 假设 对 所 有 t € [0,7], r(t) 存在 且 过 程 


T 
(re) 有 一 个 可 测 版 本 . 此 外 假设 f OTE 


R: = exp { i r(u)du}. 


称 过 程 (Re) Aak EI P (saving account) (或 者 货币 市 场 帐户 )(money market ac- 
count) 的 价值 过 程 . 
假定 P(t,s) 关于 s 可 微 , > 
_ OlogP(t,s) _ OP(t, s)/s 
Mosena PE 
则 
P(t, s) = exp { 一 f(t, udu}. (8.1) 


称 f(t,s) 为 签约 日 为 t 而 到 期 日 为 s 的 ( et) 远 期 利率 . 直观 上 看 , f(t, s) 为 站 在 
t 处 看 未 来 无 限 小 区 间 [s,s + ds] 上 的 利率 . 时 刻 t 处 的 远 期 利率 曲线 为 f(t,s) 随 
到 期 日 s 变化 而 形成 的 图 形 . 它 是 未 来 利率 的 另 一 种 度量 . 远 期 利率 曲线 关于 离 到 
期 日 时 间 差 s — t 的 依赖 性 也 称 为 利率 期 限 结构 . 


§8.1.2 ”债券 价格 过 程 


令 B= (B1,.… , B4)" 为 完备 概率 空间 (Q, F, P) 上 的 布朗 运动 . 记 (B) HA 
I o- 代数 流 为 (三) . 如 果 P(t, sjeca, s ST, 为 已 知 的 确定 性 光滑 函数 , 那么 在 无 
套利 条 件 下 , P(t, s) 一 定 可 以 表示 为 


P(t,s) = exp { 一 A r(u)du}, 


其 中 r(t) 为 t 时 的 短期 利率 . 该 情形 下 的 债券 价格 完全 由 短期 利率 确定 .然而 在 
不 确定 性 世界 里 , 该 结论 不 再 正确 . 事实 上 , 假设 我 们 有 一 短期 利率 过 程 (r(t)), € 
为 非 负 可 测 (F,)- 适应 过 程 . 如 果 Pt 为 任 一 与 P 等 价 的 概率 测度 , 那么 可 以 通过 
定义 
P(t,s) = E* |e- Hues Fil, t<s<T (8.2) 
为 债券 价格 , 则 得 到 一 个 无 套利 债券 市 场 , 且 P* 自动 成 为 市 场 的 等 价 扶 测度. 因此， 
不 同 的 等 价 概率 测度 会 导致 不 同 的 债券 市 场 模型 . 
给 定 带 o- 代数 流 的 概率 空间 (0, F, (Fe) P), 其 中 (Fe) 为 a 维 (标准 )Brown 
运动 (Bi) 的 自然 o- 代数 流 . > (r(t)) ATA (F.)- 适应 的 短期 利率 过 程 . 如 何 为 
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该 债券 市 场 选 择 一 个 风险 中 性 概率 测度 P* 呢 ? 我 们 将 指出 这 与 选 定 市 场 风险 价格 
过 程 是 一 致 的 . 事实 上 , 根据 款 表 示 定 理 , WWE P* 关于 P 的 Radon-Nikodym 导 


数 具 有 形式 , A 
a = exp { -f AdB, — sf lAul?du}. 
另 一 方面 , 根据 (8.2) ARRETE, s- 债券 价格 过 程 P(t, s) 应 该 具有 形式 
d,P(t,s) = P(t, 8) [rat + v(t, sjrdB;|， t<s<T, 





其 中 
Bt = B; + f Audu 
0 
为 P 下 的 d 维 Brown 运动 . 因此 , 在 客观 概率 测度 P 下 , 有 
d, P(t, s) = P(t, s) [mt, s)dt + v(t, s)" dBi], t<s<T, 
其 中 
m(t, s) = r(t) + Af v(t, s). 

这 表明 (A) 为 所 有 不 同 到 期 日 债券 的 市 场 风险 价格 过 程 . 

为 简单 起 见 , 假设 在 客观 概率 测度 P 下 , 短期 利率 过 程 (r(t)) 由 如 下 扩散 过 程 
刻画 : 

dr(t) = po(t, r(t))dt + o(t,r(t)) dB, t <T, (8.3) 
其 中 jyo(t,z) 和 o(t,z) 分 别 为 实 值 和 Ri- 值 的 Borel 函数 . 现在 只 考虑 那些 等 价 鞭 
测度 P*, 它们 关于 P 的 Radon-Nikodym 导数 具有 形式 
* T T 
T =exp{ -f A(u, r(u)) dB, 一 F |A(u, r(u))/?du}, (8.4) 
其 中 X(t, z) [0,7] x R ER Ri- 值 Borel BA. 这 样 一 来 , 选取 这 样 的 一 个 等 价 
PW BE P* 等 价 于 选 定 一 个 函数 入 后 者 可 通过 利用 市 场 数据 和 求解 基于 效用 的 一 
般 经 济 均衡 而 确定 , 这 是 因为 Alt, 7(t))ogt<s 为 风险 的 市 场 价格 . 一 旦 确定 了 函数 
入 可 在 “风险 中 性 ”世界 里 , 重新 刻画 由 (8.3) 描述 的 短期 利率 过 程 (7(t)): 
dr(t) = p(t,r(t))dt + o(t,r(t))" dB}, t<T, ` (8.5) 

其 中 p(t, £) = po(t,z) — o(t,z)X(t, x). 在 该 情况 下 , 根据 Feynman-Kac AA, 可 知 
在 一 定 正则 条 件 下 , s- 债券 价格 过 程 可 表示 为 P(t, s) = F(t,r(t);s), 其 中 对 任意 固 
定 se (0,T], F(t,z;s) 为 [0,s] x 及 上 的 Cl? 函数 , HAF PDE 的 唯一 解 : 

Fi(t,2;s) + ult, 2) F(t 258) + 30(t 2)? Frs(b 2;s) — ZF(t,z;s) =0, (8.6) 
满足 终端 条 件 F(s, zi s) = 1. 





- 190 - 第 八 章 ”利率 期 限 结构 模型 


§8.2 短期 利率 模型 


最 简单 和 易 处 理 的 期 限 结构 模型 是 短期 利率 模型 , 这 类 模型 由 It6 过 程 或 扩 
散 过 程 描述 . 通过 具体 确定 市 场 风险 价格 (或 等 价 地 , 等 价 扶 测度 ), 我 们 可 在 风险 
中 性 世界 里 重新 描述 短期 利率 模型 . 该 类 模型 与 短期 利率 的 初始 值 保持 一 致 , 但 一 
般 不 吻合 于 初始 期 限 结构 (例如 , 具有 不 同 到 期 日 或 初始 远 期 利率 的 债券 的 初始 价 
格 ). 对 于 一 些 短期 利率 模型 (例如 , Vasicek 模型 的 Hull-White 扩展 模型 和 CIR 模 
型 ), 可 通过 调节 确定 性 的 漂移 系数 使 得 模型 能 够 很 好 地 吻合 于 初始 期 限 结构 . 

在 本 节 中 , 为 了 记号 上 的 简单 , 我 们 假定 客观 概率 P 本 身 就 是 风险 中 性 测度 . 


88.2.1 ” 单 因 子 模型 和 仿 射 期 限 结构 


假定 短期 利率 过 程 (r(t)) 在 风险 中 性 测度 P 下 由 (8.5) 式 刻 画 , 不 过 那里 的 
(Bi) 用 一 维 布朗 运动 (B) 代替 . 由 于 (8.5) 中 只 有 短期 利率 一 个 状态 变量 , 故 称 这 
样 的 模型 为 单 因子 模型 . 一 般 地 , 模型 中 的 因子 数目 与 模型 不 确定 性 基本 源 的 数目 
( 即 模型 中 Brown 运动 的 维 数 ) 一 致 . 

在 过 去 的 四 十 多 年 里 , 研究 人 员 提 出 了 许多 具有 (8.5) 形式 的 具体 模型 , 并 研究 
了 这 些 模型 下 利率 衍生 品 定价 . 现在 知道 的 标准 单 因子 模型 有 Merton (1973), Va- 
sicek (1977), Marsh-Rosenfeld (1983), Constantinides-Ingersoll (1984), Cox-Ingersoll- 
Ross (1985), Ho-Lee (1986), Black-Derman-Toy (1990), Black-Karasinski (1991), Pear- 
son-Sun (1994) 等 模型 以 及 其 他 各 种 模型 . Ait-Sahalia (1996) 从 实证 检验 了 这 些 模 
型 中 的 大 部 分 . 

下 面 将 得 到 广泛 许可 的 单 因子 模型 列表 如 下 : 






dr: = adt + odB: 
dr: = a(t)dt + odBy 
dr: = ar,dt + ord B: 
dr, = B(a — ri)dt + odB: 
dr: = (a(t) — b(t)r:)dt + o(t)dB, 
dlnr: = (a(t) — b(t)lnr:)dt + o (t)dB: 















Merton(1973) 
Ho-Lee(1986) 
Dothan (1978) 
Vasicek (1977) 
Hull-White (1990) 
Black-Karasinski(1991), 
Black-Derman-Toy(1990) 


dr: = (aro? + Brz)dt + or?’ dB, 
(6 = 3,6 =0) 
dr, = B(a — rijdt + o VridB: 
dr, = (a(t) — B(t)re)dt + alt)rl/ ?dBe 
dr, = B(a — ri)dt +o(y + r+)? dB: 


Marsh-Rosenfeld (1983), 
Constantinides-Ingersoll(1984) 
Cox-Ingersoll-Ross (CIR)(1985) 
Hull-White (extended CIR)(1990) 
Pearson-Sun(1994) 
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定理 8.1 ”假定 在 风险 中 性 测度 下 , 短期 利率 过 程 由 (8.5) 式 刻 画 . 如 果 对 固定 
Kt, Atz) 和 o?(t,z) 为 zz 的 仿 射 函数 (affine function), 也 就 是 说 

u(t, z) =a(t)r + A(t), olt, 7) = Vy(t)x + (8), 


那么 
P(t, s) = eA(t.s)—B(t,s)r(t) | 


其 中 B(t,s) 和 A(t,s) 为 s 和 + 的 确定 性 函数 , 且 满 足 方 程 : 


B,(t,s) = —a(t)B(t,s) + ZOBE, Hi; 


Ai (t, 8) = B(t)B(t, s) — sot) Bt, 8), 
其 边界 条 件 为 A(s, s) = B(s,s) = 0. 这 里 用 Bi(t, s) 记 8.B(t, s). 
WERA ”( 见 文献 Björk (1997)) 假设 (8.6) 的 解 具有 形式 F(t, x; s)=eAts-Blhs)z, 
WWE jy Alo 的 假设 下 , 对 所 有 z 有 


Ai(t, 5) — B(t)B(t, s) + ZOBE, 8)? 





-fı + Bilt, s) + a(t)B(t, s) 一 ZOB, s? ha =0. 


这 表明 B(t,s) 和 A(t,s) 满足 状态 方程 (8.7)， 而 边界 条 件 F(s,2;s) = 1 A 
4(s,s) = B(s,s) = 0. 道 转 上 述 推理 过 程 即 得 定理 结论 . 口 
注 1 如 果 短 期 利率 模型 使 得 债券 价格 具有 形式 (8.6), W 上 时 的 到 期 收益 率 
曲线 Y(t, s) 为 短期 利率 r(t) 的 线性 函数 : 
Y(t,s) = — [Blt, s)r(t) — A(t, s)]. 


s—t 


因此 , 称 这 样 短期 利率 模型 具有 仿 射 期 限 结构 . 该 情形 下 的 收益 率 曲线 形状 可 能 为 
斜 向 上 , 斜 向 下 和 驼峰 型 . 关于 该 主题 的 详细 讨论 可 参考 Duffie (1996). 

注 2 Brown and Schaefer (1994) 与 Duffie and Kan (1996) 指出 , 由 扩散 过 程 描 
述 的 具有 仿 射 期 限 结构 的 短期 利率 模型 是 定理 8.1 中 描述 的 一 类 . Duffie, Filipović 
and Schachermayer (2003) 进一步 基于 一 般 的 非 负 Markov 短期 利率 过 程 给 出 了 仿 
射 期 限 结构 模型 的 完全 刻画 . 

下 面 给 出 一 些 短期 利率 期 限 结构 模型 的 例子 . 

Vasiceck 模型 ”Vasiceck 模型 为 


dr; = L(a — ri)dt + o B. 
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这 时 方程 (8.7) 变 为 
B,(t,s) — BB(t,s)=—1, A(t, s) = aBB(t,s)— 50°B?(t, 8), 
并 满足 边界 条 件 : 4A(s, s) = B(s,s) = 0. 其 解 为 
1 —B(s—t 
B(t,s)=5{1-e BC }, 


1 
B(t, s) — s + t}(aß? — =o?) 
iega We cai i ala} 


Ho-Lee 模型 ” Ho-Lee 模型 为 
dr; = a(t)dt + od By. 
这 时 方程 (8.7) BA 
Bi(t,s)=—1, Ar(t,s) = a(t)B(t, 8) - 302B2(t, j. 
并 满足 边界 条 件 : Als, s) = B(s, s) = 0. 其 解 为 
Bit, s)=s-t, 
; 2 


A(t,s)= | a(u)(u— s)du + me es 


在 该 情形 下 , 为 了 alt) 符合 观测 到 的 初始 期 限 结构 {P*(0,s),s > 0}, 即使 得 PCO, s) 
= P*(0,s). 则 必须 有 


a(t) = arts) 十 o2t, 


其 中 广 (0,D = LEO 为 观测 到 的 远 期 利率 . 最 后 得 到 


* go? 
P(t, s) = a 3 exp { (8 -t)f*(0,t) — Fte- 1)? = (s- t)r(t)}. 





Hull-White 模型 ”Hull-White 模型 为 
dr, = (a(t) — b(t)re)dt + o(t)dB:. 
这 时 方程 (8.7) 变 为 


B,(t, s) = b(t)B(t,s) — 1, A:(t,8) = a(t)B(t, s) — salt)? Bt, o 
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并 满足 边界 条 件 : A(s,s) = B(s,s) = 0. WH b(t) =b, o(t) = 0, 上 述 方程 的 解 为 


B(t,s) = {i 一 en, 


A(t, s) = f : {507 B*(u, s) — a(u)B(u, s) }du. 
在 该 情形 下 , AT alt) 符合 观测 到 的 初始 期 限 结构 {P*(0,s),s > 0}, 即使 得 P(0, s) 
= P*(0,s). 则 a(t) 必须 满足 方程 


a 2 
f°(0,s) =e7**r(0) + / es) a(u)du 一 sp — ebs)2, 


其 中 六 00. = MEO) 为 观测 到 的 远 期 利率 . 4 glt) = 25(1 - ey. 则 
解 为 

a(s) = f3 (0, 8) = g'(s) + B(S (0,8) — g(s). 
最 后 得 到 
P*(0, s) 
P(O, t) 


CIR 模型 ”Vasicek 模型 的 缺陷 是 可 能 出 现 负 的 利率 . 为 了 避免 这 个 缺陷 , Cox, 
Ingersoll and Ross(1985) 提出 了 如 下 的 CIR 模型 : 


P(t,s) = 





exp {Bt s)f*(0,t)— Z Br, s)(1 — e~ 2) — Bit, s)r(t)}. 


dr, = Bla — ri)dt + o/red By. 
在 CIR 模型 中 , 方程 (8.7) BA 

B,(t, s) = BB(t, s) + 57° Bt, s) —1, A,(t,s) = BaB(t, s), 
并 满足 边界 条 件 : A(s, s) = B(s,s) = 0. 方程 的 解 为 


Bit,s) = sinh y(s — t) 


cosh 7(s — t) + 5Bsinhy(s —t) 


B(s~t)/2 
E at — = ee ___. 
sd 7 cosh y(s — t) + aA sinh y(s —t) 


其 中 = Ta 十 202)1/2. 
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88.2.2 ” 单 因 子 模型 的 函数 变换 方法 


前 一 节 中 所 列 的 每 个 短期 利率 模型 都 曾 被 单独 地 研究 过 , 而 且 每 个 模型 有 各 自 
独特 的 性 质 . 通常 运用 数值 和 统计 方法 , 或 者 Monte-Carlo 模拟 来 实现 对 模型 参数 
的 校准 . 

Luo et al. (2011) 提出 一 种 函数 变换 方法 来 刻画 短期 利率 : 首先 假定 一 个 Markov 
状态 变量 , 然后 将 短期 利率 描述 成 标的 状态 变量 的 非 线性 函数 . 该 方法 被 证 明 是 简 
单 而 有 效 的 : 它 不 仅 包含 了 上 述 所 列 的 全 部 例子 , 而 且 在 数值 计算 上 具有 优越 性 . 

为 了 记号 上 的 简单 , 假定 客观 概率 P 本 身 就 是 靳 测度 . 令 {B} 为 P 下 的 一 
维 布朗 运动 . 接 下 来 , 令 NE) 和 o(t) 为 上 的 严格 正 的 确定 性 函数 ,< > 3o? 为 一 党 
数 . 考虑 推广 了 的 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 X 和 时 间 与 刻度 改变 了 的 Bessel 过 程 
Y, 它们 分 别 满足 如 下 SDE ( 见 第 4 章 的 4.4.2 节 ): 


dX, = —b(t) Xidt + o(t)dBy, (8.8) 
dY, = ( — nY, + vat + odB. (8.9) 
将 利率 r(t) 刻画 为 时 间 上 和 状态 变量 X, 或 Kew, B, 

r(t) = f(t Xt， 或 r(t) = f(t, Y.) +20, 


其 中 f 为 一 适当 的 函数 . 如 第 四 章 描述 的 那样 , 状态 过 程 (X,) 或 (Ye) 都 是 Markov 
过 程 , 且 能 准确 地 知道 它们 的 转移 概率 密度 函数 , 因此 我 们 的 利率 过 程 也 是 Markov 
过 程 且 它们 的 转移 概率 密度 函数 也 是 知道 的 . 

当 f(t,c) 关于 r 二 阶 连续 可 微 且 关于 t 连续 可 微 时 , 根据 Ito 公式 可 得 到 7(t) 
的 SDE: 


dr(t) =af(t, X4) 
=fult, Xe)dt + felt, X)dXe + 5 feelt, Xe)dlX]e 





2 
={ felt, Xe) + EË faalt, Xe) — nlt)Xefelt, Xe) bat 
+ a(t) fz(t, Xe)dB:, (8.10) 
或 
dr(t) =df (6, ¥) 


2 
SAEY) + Tf Ya) + (Fn) fat Ya) pat 
+ o fa(t, Yi)dB. (8.11) 
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如 果 将 r(t) 刻画 成 单个 状态 变量 X 或 到 的 函数 , 那么 可 简单 地 写成 7(t) = f(X) 
或 r( = f(Yi)， 在 该 框架 下 , 一 个 好 的 模型 依赖 f nt) olt) R n, e Alo 的 正 
确 选择 . 如 果 将 f 限制 为 正 实数 , 就 能 避免 出 现 负利率 这 个 常见 缺点 , 而 这 出 现在 
Vasicek 模型 中 . 

为 了 说 明 这 种 方法 的 有 用 性 和 简单 性 , 我 们 通过 具体 选 定 一 些 初等 函数 f 来 
重新 构造 出 前 面 所 列 出 的 每 个 利率 模型 . 在 Merton, Dothan 和 Ho-Lee 模型 中 , 利 
率 r 显然 为 单一 Brown 运动 的 函数 . 故 省 略 对 它们 的 讨论 . 

下 面 首先 通过 (X) 来 构造 短期 利率 模型 . 

例 1 Black-Karasinski 模型 为 


dinr(t) = (a(t) — b(t)Inr(t))dt + o(t)dBy. 


MR f(t,x) =exp{g(t,z)}, 即 r(t) = exp{g(t, Xt)}, 用 9 代替 (8.10) 中 的 了 得 


2 
dinr(t) = {g(t, Xt)+ Fg, Xo) —n(t)Xege(t, Xi) Ydt+ olt)ga(t, Xt)dB. (8.12) 


因此 , 如 果 在 (8.8) PIR n4) = 04) 并 令 olta) = 2+ f “a(s)ds, 也 就 是 说 , Inr(t) = 
i 0 
X+ f a(s)ds, Xo = Inr(0), 则 由 (8.12) 知 , 我 们 重新 得 到 Black-Karasinski 模型 . 
o'(t) 


特别 地 , 如 果 令 b(t) = -a 则 得 到 Black-Derman-Toy 模型 . 


fil 2 Vasicek 模型 为 
dr(t) = B(a — r(t))dt + odB:. 


FA (8.8) 来 比较 上 述 方程 , 很 容易 看 到 : MRS b(t) = B,o(t) = or 人 = Xita, Xo = 
r(0) — a, 则 重新 得 到 Vasicek 模型 . 
例 3 扩展 的 Vasicek 模型 ( 即 Hul-White 模型 ) 为 


dri = (a(t) _ b(t)r,)dt + a(t)dBy. 
$ I(t) = f | b(u)du. WA 
d(er,) = e!” (a(t)dt + o(t)dB,). 


因此 
t t 
rt =e (o+ f a(u)du+ | e o(u)dBu). 
0 0 
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从 而 令 g(t) =e" | e'a(u)du Ñ re = Xi+g(t), Xo = ro, 则 得 到 扩展 的 Vasicek 
模型 . 

下 面 说 明 列 表 中 剩 下 的 几 种 模型 都 可 以 通过 (Yi) 来 构造 , 而 且 具 有 如 下 形式 : 
r(t) = fY). E— KA RE 5 = 2 情形 的 Marsh-Rosenfeld 模型 ， 它 表示 为 
r(t) = f(t, Ya) (JLA 5). 

fil 4 CIR 模型 为 


dr(t) = B(a — r(t))dt + or(t)!/*dB,. 


令 f(x) = jz , 7(t) = , Yo = 2,/r(0). 由 (8.11) 有 
dr(t) = ie o? +5 = — 2nr(t)) dt + o/r(t)dBe. (8.13) 


通过 选 定 6 = 2n and a = (o? + 2e)/8n, 即 可 重新 得 到 CIR 模型 . 

注 当 8=c2/4a 时 , CIR 模型 可 从 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 (对 应 于 (8.9) 
Pe = 0 情形 ) 来 表示 . 其 他 研究 者 也 注意 到 这 一 事实 , 例如 Rogers (1995) 和 
Maghsoodi (1996). 在 一 般 情形 下 , CIR 模型 需要 通过 (8.9) 中 的 时 间 和 刻度 改变 了 
的 Bessel 过 程 来 表示 . 

例 5 (Marsh-Rosenfeld, 1983; Constantinides-Ingersoll, 1984) Marsh-Rosenf- 
eld 模型 为 


dr(t) = (ar(t)®-! + Br(t))dt + or(t)*/*dBy. 


我 们 分 5 < 2,6 > 2 和 6 = 2 情形 考虑 . 如 果 5 关 2, > f(z) = ar™s, r(t) = aY”. 
那么 (8.11) 变 为 





1-6/2 
= r(t)°/*dB,. 
(8.14) 


= (5:) 通 


2 2—6 
e- eke -75 = 2 确定 m e, Se 


, 得 Marsh-Rosenfeld 模型 . 为 了 满足 条 件 s > 57 , 需要 假定 a > 


dr(t) = {(60? + 2(2 — de) u- como - st r(t) pat + oe 


pee Aa 5/ 


首先 , 假定 5 < 2. 在 该 情形 下 取 a 








过 方程 (60? + 2(2 — 5)e) 一 一 
4a — ĝo? 
2(2 — 6)’ 


=o", 


其 次 , 假定 6 > 2. 在 该 情形 下 , 如 果 通 过 求解 方程 





E= 


Y| 一 


= 6/2 


=1, 那么 会 得 到 





§8.2 ”短期 利率 模型 . 197 . 


一 个 负数 a. 这 对 利率 模型 来 说 是 不 合理 的 . 为 了 克服 该 困难 , 我 们 应 该 考虑 下 面 
的 状态 过 程 : 
dY; = (- nY: + yä — odB,, 





= -1 得 到 a = Ei. 参数 7 和 e 的 确定 如 上 一 样 . 
为 了 满足 条 件 e > 50? , 需要 假定 a < 307. 特别 地 , 如 果 6 = 3, 6 = 0, 则 得 到 
Constantinides-Ingersoll 模型 . 


最 后 考虑 6 = 2 情形 . 在 该 情形 下 Marsh-Rosenfeld 模型 为 
dr(t) = (a + B)r(t)dt + or(t)dB:. 


如 果 选 取 f(t,z) = exp {x +(a+B- ey, 即 r(t) = exp fy. +(a+ß- Zi, 
Xo = lnr (0), 则 得 到 所 需 模型 . 
例 6 ”Pearson-Sun 模型 为 


dr(t) = B(a — r(t))dt + o(y + r(t))/*7dB,. 


4 f(z) = 7 ~7,r(t)= zY? -y , Xo = 2V/y + r(0)). W (8.11) BH 


dr(t) = (Se + == 2ny 一 Qnr(t)) dt +o(r(t) + y)!/*dB,. 


HLM = 3, © = 26(a + 7) - Z, 即 可 得 到 Pearson-Sun 模型 

在 实际 应 用 中 , BUA EECA TENE FT SM. 但 是 我 们 利用 
短期 利率 的 历史 数据 估计 出 客观 概率 下 的 模型 参数 作为 替代 , 然后 基于 已 估计 的 参 
数 来 计算 一 列 交易 中 的 债券 价格 , 并 与 它们 的 市 场 价格 相 比较 . 通过 调整 参数 的 值 , 
重复 相同 的 过 程 直 至 模型 能 够 很 好 地 吻合 历史 数据 . 由 于 可 自由 选择 /, 这 使 得 模 
型 能 符合 任何 当前 分 布 曲线 


§8.2.3 ”多 因子 短期 利率 模型 


前 面 列 出 的 单 因子 模型 为 债券 价格 提供 了 精确 表达 式 ， 然 而 这 些 模型 并 不 能 
很 好 地 符合 实际 利率 变化 .一 个 更 现实 的 短期 利率 模型 应 该 包含 其 他 经 济 变量 作 
为 状态 变量 . 不 确定 性 的 来 源 通过 多 维 Brown 运动 来 表示 . 这 样 的 模型 称 为 多 因 
FRA. 

最 简单 的 双 因 子 模型 是 由 二 维 扩散 过 程 描述 的 . Fong and Vasicek (1991) 修正 
了 Vasicek 模型 , 允许 短期 利率 的 方差 服从 一 随机 过 程 , 并 给 出 如 下 模型 : 


dr(t) = a(F — r(t))dt + /v(t)dB;, 
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du(t) = y(v — v(t))dt + Ey v(t)dW+, 

其 中 (B) 和 (W) 为 风险 中 性 世界 里 的 两 个 相关 Brown 运动 , y 为 均值 回复 强 
度 , 5 为 v 的 长 期 平均 , & 为 v 的 波动 率 参数 .结果 表明 在 收益 率 为 利率 r(t) 和 
方差 v(t) 的 线性 函数 意义 下 , 该 模型 具有 仿 射 期 限 结构 性 质 ，Vasicek 模型 中 利率 
可 能 为 负数 这 个 缺点 仍然 出 现在 Fong-Vasicek 模型 中 , 甚至 更 糟糕 . 关于 另 一 类 似 
Fong-Vasicek 模型 的 双 因子 模型 , 读者 可 参看 Longstaff and Schwartz (1992) 

Hull and White (1994) 提出 了 另 一 双 因 子 模型 . 他 们 在 Vasicek 模型 中 增加 了 
一 个 随机 参数 u: 

dr, = (a(t) + u(t) — b(t)re)dt + ol(t)dB:, 
假设 u(t) 服从 如 下 随机 过 程 : 
du(t) = —c(t)dt + 6(t)aW, 

其 中 (B,) 和 (Wi) 为 风险 中 性 世界 里 的 两 个 相关 的 Brown 运动 . 

Chen (1996) 提出 了 一 个 三 因子 模型 . 在 该 模型 中 , 除了 短期 利率 外 , 另外 两 个 
因子 为 短期 利率 的 均值 和 波动 率 . 

在 20 世纪 90 ER, 有 许多 文章 研究 所 谓 的 高 维 平方 Gauss-Markov 过 程 模型 ， 


该 模型 描述 如 下 : 
dX, = (ap + CeXi)dt + oidB:, 


1 
n= zlžel’, 


其 中 (BT) 为 风险 中 性 测度 P* 下 的 d 4 Brown 运动 , 0,C 为 R+ 上 的 Ri x Rt 值 
函数 , a 为 R4 值 函 数 . 该 模型 的 优点 是 它 可 导出 债券 价格 的 精确 表达 式 . 事实 上 ， 
容易 证 明 s- 债券 在 t 时 的 价格 为 


Plts) = exp {-5X7QX: + HX 
其 中 Q, 是 下 述 矩阵 形式 Riccati 方程 的 解 
T+ QC. + (QC +Q: — Qo" QF =0, Qls,8) =0, 
而 且 by 和 y 分 别 是 下 述 两 个 方程 的 解 


db 
ae = Qtat =. (Qoro; ay CT )bt = 0, bi(s, s) = 0, 


— = bia — 3tr(of Quon) + 3 boroT be mi(s,5) = 0. 
关于 这 类 模型 读者 可 参考 Rogers (1995) 以 及 Duffie and Kan (1996) . 
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§8.2.4 远 期 利率 模型 : HIM 模型 

1987 年 ，Heath, Jarrow 和 Morton 提出 另 一 种 刻画 利率 期 限 结构 的 方法 ( 见 
Heath-Jarrow-Morton (1992)). 他 们 选择 远 期 利率 曲线 作为 (无穷 维 ) 状态 变量 . 按 
RIKER, HIM 模型 自动 吻合 当前 收益 率 曲线 . Ho 和 Lee (1986) 曾经 以 二 叉 树 的 
形式 提出 了 类 似 于 HJM 模型 的 离散 模型 . 

对 每 个 固定 的 到 期 日 s, 在 风险 中 性 世界 里 , 刻画 远 期 利率 的 HJM 模型 由 It6 
过 程 描述 : 

f(t,s) = f(0, s) +/ a(u, s)du +f o(u,s)dB*, t< s, (8.15) 

其 中 (Bt) 为 等 价 蒜 测度 P 下 的 d 4 Brown mH, {a(t,s):0<t < s} 和 
{o(t,s):0<t<s} 分 别 为 取 值 于 RAR? 的 可 测 适 应 过 程 ， 使 得 (8. 15) 中 的 It6 
过 程 有 定义 , 并 且 初 始 远 期 曲线 /(0, s) 是 确定 性 函数 , AWE f RNT 6; 


我 们 将 证 明 (8.15) 中 的 过 程 (wu, s) 实际 上 由 过 程 v(u, s) 唯一 确定 ( 见 下 面 的 
(8.18)). 假定 (r(t)) 为 由 远 期 利率 过 程 f(t, s) 所 决定 的 短期 利率 过 程 . > 


W, = E [e7 Jo ride 





F] = e7 fo (udu P(t, 5), 


由 于 (Wi)oxtxs AP RIENR, HA Brown 运动 的 鞭 表 示 定 理 知 , 存在 Re 值 的 适 
应 过 程 (H (u, s))w<s), 使 得 


t 1 f 
W: = Wo exp{ f H(u, s)dB* 一 F |H(u, 8)Pdu}, (8.16) 
0 0 


即 t t 
log W; = log Wo + f H (u, s)dB:* 一 J |H (u, s)|?du. 
0 0 


然而 , 根据 (8.1) 和 (8.15) 又 有 
log W; = — f r(u)du 一 [ f(t, u)du 
0 t 
=- f rdu- f Fow f a(ruldr + | o(T, u)dB*|du. 


在 一 定 技术 性 条 件 假定 下 , 可 使 用 “随机 Fubini 定理 ”( 参 看 Protter(2004)), 然后 通 
过 比较 log Wi 两 个 表达 式 中 的 局 部 拷 部 分 , 得 到 


pe f vidi (8.17) 
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由 于 P(t, s) = Wieb au, 由 (8.16) 有 
d,P(t, s) = P(t, s) [r(e)at + H(t, s)dB;| ; 
另 一 方面 , 利用 (8.15) 和 (8.1), 运用 It6 公式 可 得 
dP (t, s) = P(t, s)[(r(t) — f a(t, u)du + ale, u)|?)dt + H(t, s)dB*]. 


对 比 上 面 两 个 等 式 并 利用 (8. 17) 得 出 


s 1 8 2 
f a(t, u)du = sl f o(t,u)du| ; 
t 2i Ji 


a(t, s) = a(t, s) - A a(t, u)du, (8.18) 
t 


其 中 “” 表 示 Rs 中 的 内 积 . 从 (8.15) 和 (8.18) 可 得 


从 而 我 们 有 


f(t,s) = f(0, s) +f a(v,s)- f olv, ujdudv + 人 o(v,s)dB*. (8.19) 


t 
0 


考虑 一 个 例子 , 这 里 d= 1 H o(t,s) 为 一 常数 o. 根据 (8.20) 可 得 


r(t) = f(0,t) + | o(v,t) f r + f * o(v,)4B%. (8.20) 


dr(t) = ®(t)dt + odBY, 


其 中 


这 就 是 Ho-Lee 模型 . 在 这 种 情形 下 , X u > 上 有 
r(u) = r(t) + f " 8(v)dv + o(B} — BY). 
由 于 By - Br 独立 于 Fe, 故 根据 (8.2) 有 
P(t,s) = exp { —r(t)(s—#) — f aoea 502s - 1}. 


最 后 得 到 
f(t,s) =r(t)+ i (v)dv 一 57 (8 —t)?. 


FA HJM 形式 表述 的 短期 利率 模型 
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我 们 采用 Baxter (1996) 的 推理 来 说 明 : 由 扩散 模型 描述 的 任何 短期 利率 模型 

都 可 表示 成 HJM 形式 . 事实 上 , 假设 在 风险 中 性 世界 里 , 短期 利率 r(t) 满足 
dr(t) = u(t, r(t))dt + v(t, r(t))dB{, t<T. 
如 果 我 们 令 
g(t, x, s) = — log E* [exp{ — f r(u)du} | r(t) = z] ; (8.21) 

wu f(t,u)du = —log P(t, s) = g(t,r(t),s), f(t,s) = ÎS tt, r(t), 9). 因此 根据 Itô 
公式 可 得 


BI (u(t,r(t))at + vlt, (dB) + 2 Lat + 1-22 





da f(t, s) = v? (t, r(t))dt. 


OrOs tds 202z0s 
这 是 一 个 HJM 模型 , 其 中 参数 为 
2 
o(u,s) = v(u,r(u)) 22 (u,r(u), 8). (8.22) 
初始 远 期 利率 曲线 f(0,T) 为 
-如 
f(0,T) = ap ("(0),0, 7). (8.23) 


如 何 计算 9? 在 适当 条 件 下 , Feynman-Kac 公式 告诉 我 们 , 对 任何 固定 的 s > 0, 
F(t, x, s) = e7928) 为 下 面 PDE 的 解 : 


F,(t,2,s) + ArF(t,2,s)=0, (t,x) € [0,s) x R (8.24) 
其 边界 条 件 为 
F(s,z,s)=1, zx€ R, (8.25) 
其 中 
d 1 d 
Afls) = J milts2) fas) + 5 D ist) feczs(e), f ECR). (8.26) 


i=l í j=1 


38.3” 远 期 价格 和 期 货 价格 


§8.3.1 ”和 远 期 和 期 货 


远 期 合约 是 买卖 双方 签订 的 一 张 协 议 , 卖方 (BAA) 同意 在 约定 日 期 以 约定 
价格 向 买方 (多 头 方 ) 交割 一 定数 量 的 标的 资产 , 其 中 约定 价格 称 为 交割 价 (delivery 
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price) 或 远 期 价格 (forward price). 期 货 合 约 与 远 期 合约 相 类 似 . 但 是 它们 之 间 有 三 
点 区 别 . 第 一 点 区 别 是 , 远 期 合约 是 为 了 满足 某 类 买方 和 卖方 的 特定 需要 而 “ 量 身 
定做 的 ”, 而 期 货 合 约 关 于 资产 的 质量 、 到 期 日 、 报 价 和 交割 程序 都 实行 标准 化 . 另 
一 区 别 是 , 期 货 合约 在 交易 所 内 交易 , 而 远 期 合约 在 场 外 (over-the-counter) 市 场 上 
交易 . 最 重要 的 区 别 是 , 它们 各 自 的 价格 结算 程序 . 在 远 期 合约 双方 之 间 直 到 交 制 
日 才 有 现金 转移 , 因此 一 张 远 期 合约 在 其 交割 日 之 前 的 任何 时 间 上 都 有 一 个 市 场 价 
fi, 只 是 其 初始 价值 等 于 零 . 但 是 期 货 合 约 有 个 每 日 结算 (或 者 叫 采 市 ) 程序 , CB 
求 买卖 双方 每 日 根据 因 期 货 价格 变化 而 导致 的 盈利 或 亏损 结算 , 并 且 调 整 他 们 的 头 
寸 . 这 里 期 货 价 格 为 标的 资产 未 来 预期 单位 价格 . 期 货 价格 连续 改变 使 得 期 货 合约 
的 市 场 价值 总 为 零 . 由 于 每 日 结算 的 缘故 , 期 货 价格 与 远 期 价格 一 般 不 相同 . 

远 期 价格 

考虑 一 张 到 期 日 为 T 的 远 期 合约 , 其 标的 资产 为 一 单位 风险 资产 (或 者 一 欧式 
期 权 ), 资产 价格 过 程 为 (5.). 假设 短期 利率 过 程 r(t) 有 界 , 折 现 价格 过 程 (5,) 在 
等 价 靳 测度 下 P* HR. 令 F(t,T) 为 标的 资产 在 t 时 的 远 期 价格 . 根据 定义 , 如 果 
远 期 合约 在 t 时 签订 的 , 则 其 交割 价格 应 使 得 合约 具有 零 价 值 . 因为 合约 到 期 日 了 
时 的 损益 等 于 Sr- F(t, T), 所 以 我 们 必须 有 


0=E* [exp{- f T r(s)ds}(Sr — F(t, nA]. 


从 而 j 
en E* | exp{- f deci 
E [et [ r(s)ds}|F:] 
得 到 
F(t,T) = Er (8.27) 


需要 注意 t 时 订立 的 远 期 合约 在 s (t< s <T) 时 的 价值 不 再 为 零 . 
期 货 价格 


考虑 到 期 日 为 T 的 期 货 合约 , 其 标的 为 单位 风险 资产 或 欧式 期 权 , 标的 价格 
WEA (S). > B(t,T) At 时 的 期 货 价格 . 假设 (t, T) 期 内 的 结算 发 生 在 < to 
<.…<ty = 人 .由 于 期 货 合约 在 t 时 的 价值 为 零 , 故 必 有 


N ti 
05E [F et- | rod HEt, T) -ati T) | Fi, 
i=1 
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其 中 to = t,0(7,T) = Sr. 为 了 得 到 b(t, T) 的 近似 值 , 我 们 考虑 无 摩擦 连续 结算 
情形 . 在 这 种 情形 下 , 应 该 有 


0=E | / i Y,dð(s, T)|F:], 


其 中 
Y, = exp{— f r(r)dr}. 


这 意味 着 随机 积分 f “Yd$(s,T) 为 P*- 蒜 ， 由 于 存在 常数 kka > 0 (RB ka < 
0 
Y <ko, O(t,T) HER. Ak, 


®(t,T) = E*[S(T,T) | Fi) = E" [Sr | Fa. (8.28) 


从 (8.27) 和 (8.28) 可 看 出 , 如 果 短 期 利率 r 是 确定 性 函数 , 那么 远 期 价格 与 期 货 
价格 一 样 . 


88.4 利率 衍生 品 的 定价 


利率 衍生 品 是 一 种 金融 合约 , 它 的 损益 依赖 未 来 利率 或 债券 价格 . 为 了 能 够 对 
利率 衍生 品 进行 定价 , 我 们 不 仅 需要 知道 利率 的 动态 变化 , 而 且 需 要 知道 相应 的 市 
场 风 险 价格 (投资 者 承受 单位 超额 风险 所 要 求 的 超额 收益 ) 或 等 价 著 测度 (风险 中 
性 测度 ). 在 纯 技术 性 条 件 下 , 由 于 风险 中 性 测度 的 存在 性 等 价 于 无 套利 , 因而 不 失 
一 般 性 假定 等 价 蒜 测度 P* 已 经 给 定 . 

本 节 介绍 利率 衍生 品 的 定价 的 三 种 方法 . 


88.4.1 ”基于 函数 变换 方法 的 利率 模型 下 的 PDE 方法 


首先 , 假定 利率 过 程 服从 (8.5) 中 的 单 因子 模型 ,下 面 将 在 该 情形 下 说 明 利率 
衍生 品 的 价值 可 通过 PDE 的 解 来 表示 . 

考虑 一 种 到 期 日 为 + < T 的 利率 衍生 品 ， 它 在 任何 t <r 时 的 红利 率 为 
h(t, r(t)), 终端 回报 为 g(r,r(r))， 根 据 等 价 贡 测度 P 的 定义 ， 该 衍生 品 在 t 时 
的 价值 为 


Fir) =E | Geshesr()ast arotnr (Ns, (829) 


oe ee f * (u)du}. 在 一 定 条 件 下 , Feynman-Kac 公式 保证 了 F 满足 
PDE 


F,(t,z) + ArF(t,z) — A(t,z) +2F(t,z) =0, (t,x) € (0,7) x R$, (8.30) 
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边界 条 件 为 
F(r,xz) = g(7,7), x € Rd, (8.31) 
其 中 A, 由 (8.26) 给 出 . 特别 地 , T- 债券 在 t 时 的 价格 为 P(t,T) = f(t,r(t)), 其 中 
f 为 方程 (8. 30) 的 解 , h=0 H j(r,z) = 1 
现在 考虑 如 何 基于 函数 变换 方法 的 利率 模型 来 对 各 种 利率 衍生 品 定价 ， 该 方 


法 在 数值 计算 上 具有 优势 . 为 了 更 清楚 地 说 明 这 一 点 , 我 们 只 考虑 利率 过 程 n A 
有 形式 f(t, Yı), 其 中 Y, 满足 SDE (8. 9). 


债券 
T- 债券 在 t 时 的 价格 为 P(t,T) = vlt, re), 其 中 


u(t, 7) = E(e- Jè f(8,Ys)ds 





Y, = z), t<T. 
根据 Feynman-Kac 公式 知 , v 满足 如 下 PDE: 


rere) ijo 
v(T, x) =1. 


利率 互 换 


所 谓 利率 互 换 (swap) 就 是 两 个 对 方 (MA A 和 B) 交换 一 系列 现金 流 的 合约 . 
4 同意 回报 B 固定 利率 ( 称 为 互 换 率 (swap rate)), 同时 获得 浮动 利率 (floating rate). 
最 著名 的 浮动 利率 指标 是 LIBOR, 即 伦敦 银行 间 同 业 拆 借 利率 . 借助 相同 的 名 义 本 
金 来 确 定 现 金 流 回报 大 小 , 而 并 没有 本 金 交换 . 从 4 方 的 观点 来 看 , 互 换 仅 是 一 衍 
生 品 , 它 以 h(t,7(t)) = r(t) -7* 的 速度 回报 红利 , r* 为 零 时 刻 确定 的 固定 利率 . > 
2 为 互 换 的 名 义 本 金 , Zult, z) AM (t,x) 处 开始 的 到 期 日 为 工 的 互 换 价 值 , 则 v 
满足 方程 


0 1,8 0 . 
(ata aaa t (+) + 
v(T, xz) =0. 
利率 上 限 (cap) FAT BR (floor) 


通常 ， 借 贷 具 有 附带 条 款 使 得 收取 的 利率 不 会 超过 (KT) MRE rer 
(ri), 即 所 谓 的 利率 上 限 (cap)( 下 限 (floor)). $ 2 为 借贷 数量 , 需要 在 T 时 归还 ， 
而 Zwv(t,z) AM (t,x) 处 开始 的 利率 上 限 借贷 价值 , 则 v 满足 如 下 方程 : 


0 1 a Eej ð l ot 
[ata ga + (ne + =) = - Shut f+ min(r,r P) =0, 
vo(T, xz) = 1. 
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用 来 确定 利率 下 限 情 形 的 方程 与 上 述 方程 一 样 , 除了 函数 Min 换 成 函数 Max, 以 
及 reap 换 成 phir, 


互 换 期 权 、 上 限期 权 、 下 限期 权 和 其 他 衍生 品 


考虑 一 类 利率 衍生 品 , 它 在 到 期 日 T 回报 h(r(T))， 互 换 期 权 、 上 限期 权 和 
下 限期 权 就 是 这 类 利率 衍生 品 的 例子 在 我 们 的 利率 模型 中 ,回报 可 以 表示 为 
h(f(T, XT)). 因此 衍生 品 在 t 时 的 价格 为 vlt, re), 其 中 


v(t, £) = E(e“Je f(s Xs)dsh( F(T, Xr)|x = z), t<T. 


根据 Feynman-Kac AA, v 满足 如 下 PDE: 
ð 1,8 E\ DO 
(ata Sez + (2 + =) 5 = 
v(T, x) = A(f(T, 7)). 


在 大 多 数 情况 下 , 利率 衍生 品 的 价格 不 会 有 解析 表达 式 . 因而 数值 计算 是 用 来 
确定 利率 衍生 品 价值 的 最 主要 工具 .而 利率 模型 的 泛 函 方法 在 数值 计算 上 具有 很 
大 优势. 事实 上 , 前 节 列 出 的 PDE 具有 形式 : 

(D— f)v+ F(f) =0. 
= a D? ð 
1 E 
D= 5 +57 aat (+i) a 
是 一 个 简单 的 微分 算 子 ，F(f) 这 一 项 没有 涉及 到 微分 算 子 .众所周知 ,从 数值 分 
析 的 数学 理论 上 看 , 为 了 检查 上 述 方程 数值 计算 方案 的 稳定 性 , 只 需 检 查 F(f) =0 
这 种 情形 下 数值 计算 方案 的 稳定 性 . 而 且 , 对 于 许多 种 数值 计算 方案 , 比如 时 间 用 
前 项 差分 、 空 间 用 中 央 差 分 方法 (forward-time central-space scheme), 时 间 用 后 项 
差分 空间 用 中 央 差 分 方法 (backward-time central-space scheme) 和 Crank-Nicolson 
方法 , 低 阶 项 —fo 并 不 影响 稳定 性 条 件 . 因此 , 我 们 只 需 检 验 该 方案 关于 方程 


Dv =0 


RABE. 注意 上 面 的 方程 不 依赖 f. 因此 该 类 数值 计算 方案 对 所 有 f 形式 的 函数 
变换 都 是 稳定 的 . 从 而 , 基于 8.2.2 节 中 的 不 同 利率 模型 的 利率 衍生 品 可 利用 相同 
的 数值 方法 计算 其 价格 . 对 每 个 不 同 模型 来 说 , 即 不 同 的 f, 只 需 在 程序 中 做 一 行 
的 改变 . 这 明显 简化 了 我 们 的 数值 计算 工作 , 且 为 利率 模型 选择 一 个 想 要 的 函数 变 
换 形 式 提供 有 力 工具 . 
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§8.4.2 ” 远 期 测度 方法 


假设 衍生 品 的 标的 为 一 债券 或 者 由 HIM 模型 表示 的 利率 期 限 结构 . 在 这 种 情 
况 下 我 们 可 以 取 T- 债券 为 计价 单位 . 准确 地 说 , > PET) 为 债券 在 t 时 的 价格 . 
定义 ae = P(t,T)/P(0,T) 为 标准 化 的 T- 债券 , ao = 1. W (ar) 为 计价 单位 . 记 
银行 帐户 的 价值 过 程 为 b. 现在 寻找 Pt 的 一 等 价 概率 测度 Q, RAT- 远 期 测度 ， 
使 得 银行 帐户 的 价值 过 程 经 过 (ai) 折 现 后 在 [0,T] 上 为 QR. 为 了 实现 这 点 , 在 
(Q, Fr) 根据 如 下 定义 概率 测度 Q , 

dQ _ Or _ 1 
dP* Br P(0,T)Br’ 





由 于 相应 的 P*- RERA 


_ PT) _ at 
Fe] = PO, DA Bi’ 





故 (be/a) AQ Bk. 
如 果 一 到 期 日 为 的 利率 衍生 品 终端 损益 为 E, E 是 Q- WR, 则 根据 Bayes 法 
则 它 在 t 时 的 价值 为 
Ve = BE* [B71E | Fi] = A: LiEg(Lp'Bp'€ | Fe) = P(t, T)EQIE | Fal. 
另 一 方面 , 由 (8.27) 知 , 在 T- 远 期 测度 Q F, & 在 t 时 的 T- 远 期 价格 F(t,T) 为 
F(t,T) = Eolé | 万]. 
特别 地 , T- 远 期 价格 过 程 F(t,T) 在 T- 远 期 测度 Q FAR. 
§8.4.3 ”计价 单位 改变 方法 


考虑 一 个 短期 利率 为 > 的 金融 市 场 , 资产 价格 过 程 为 5(t). 我 们 想 计 算 等 价 蒜 
测度 P* FER (S(T) — K)* 的 价格 . 
下 面 的 定理 来 自 Bjark ( 见 Björk (1998), 命题 19.15). 


定理 8.2 ”如 果 在 T- 远 期 测度 Q F, 过 程 Zr(t) = BER 如 下 给 出 : 


dZr(t) = Zr(t)or(t)dBr(t), 


其 中 Br(t) AQ F d # Brown 运动 , or(t) 为 确定 性 行 向 量 函 数 , 那么 买 权 在 P* 
下 的 价格 为 





Vo = S(0)N(di) — KP(0,T)N (da), 
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mn (EE 7) E 3” 


o 





T 
E Gade E f lor(t)l?dt. 
0 


证 明 RIA 


Vo =E*[87'(S(T) — K)Iscr)>x] 
=E* [67'S(T)Is(ry>x] — KE* [6p"Iscry>x]- 


在 第 一 项 中 , 将 5 作为 计价 单位 , 并 记 相 应 的 鞭 测 度 为 05，205 = FAO), 关于 
第 二 项 我 们 使 用 7- 远 期 概率 测度 Q, 则 得 到 


Vo = $(0)Q°(S(T) > K) — KP(0,T)Q(S(T) > K). 





由 于 

zrn) = p herfi | oroas f orade), 
因而 有 

Q(S(T) > K) = Q(Zr(T) > K) = Qin Zr(T) > nK) = N(d). 


为 一 方面 , MRL 








P&T) 1 
YO) = Sa = Ze’ 
则 Yr(T) = on ,Yr(t) X QS- Be 因此 有 


dYr(t) = Yr(t)dr(t)dBs(t), 


其 中 Bs(t) 为 QS 下 的 d # Brown 运动 . 又 由 于 Yr(t) = 
式 必 定 有 67(t) = -or(t). 从 而 


z Z0 D’ 因此 根据 Itô 公 


_S(0) 


n= oO ow {5 | loroa- { or(oaBs(o}. 


因此 得 到 
Q9(S() > K) = O8 (say < g) = (YT) < |) = Ma), 


其 中 di = d2 +0. 口 
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作为 一 个 应 用 实例 , 我 们 得 到 Hull-White 模型 下 债券 买 权 的 价格 表达 式 ( 见 
Bjork (1998), 命题 19.16). 
定理 8.3 ”在 如 下 的 Hull-White 模型 中 ， 
dr: = (a(t) = b)dt + odBi, 


执行 价 为 K, 到 期 日 为 T, 标的 债券 到 期 日 为 T 的 欧式 买 权 在 0 时 的 定价 公式 


Vo = P(0, T2)N (d1) — KP(0,T1)N(d2), 


(geen) 一 507 


, dı = d2 +9, 
o 





e- bT: Hı = en MTT) Ë, 


o? 
apa tt 
证 明 在 8.2.2 节 中 , 我 们 得 到 仿 射 期 限 结构 


o = 


P(t, s)= eA(ts)—B(t,s)r(t) 


其 中 4 和 B 为 确定 性 函数 ， Bit, s) = = 5{1 — eX(s—*)}, 4 Z(t) = aE a. 则 


Z(t) = exp{ A(t, T2) — A(t, Tı) — [B(t, T2) — B(t, T1)}r(t)}- 


根据 It6 公式 可 得 





dZ(t) = Z(t){--- }dt + Z(t)oz(t)dBe, 


其 中 
oz(t) = —o[B(t, T2) — B(t,T;)| = a x eT), 
因此 , cz 为 一 确定 性 函数 , 故 应 用 定理 即 得 结果 . o 


§8.5 Flesaker-Hughston 模型 


Flesaker 和 Hughston (1996) 提出 了 一 种 方法 用 来 刻画 利率 期 限 结构 .该 方法 
的 关键 点 是 来 自 对 (8.2) 的 观察 : 设 s- 债券 价格 过 程 P(t, s) 由 (8.2) 定义 . > 
— dp” 

nt = dP P ， 





O<t<T, 
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则 根据 Bayes 法 则 , 有 
P(t,s) = A; 'E[A, | Fi), 3 >t, (8.32) 


其 中 
As = hs exp { -f r(r)dr}. (8.33) 


由 于 (m) 是 P- $, 所 以 (A,) 是 P- EB FER (8.33) ROEM (4) 的 乘积 分 
解 . 现 假设 (4) 为 严格 正 的 P- EB, 债券 价格 P(t, s) 由 (8.32) 描述 . wR EB 4 
的 乘积 分 解 是 (8.33) 这 种 形式 , n 为 P-E r 为 非 负 过 程 , 那么 相应 的 短期 利率 
过 程 必然 是 7, 且 密 度 过 程 为 n 的 概率 测度 P* 为 不 同 到 期 日 债券 价格 过 程 的 等 
Pr PRM RE. 下 面 看 一 个 例子 (Flesaker 和 Hughston (1996)), 令 


At = f(t)+g(t)M:, t € [0,7), (8.34) 


其 中 f,g : (0,7) +R, 为 严格 正 的 减 函数 , f(0) + 9(0) = 1, 且 (M) 在 PP 下 为 一 严 
HIER, Mo = 1. 则 从 (8.32) 可 很 快 得 出 


P(t, s) = Pee. t € [0, s]. (8.35) 


该 模型 容易 于 初始 曲线 吻合 : 可 以 选择 f 和 g 使 得 
P(0,s) = f(s)+9(s), s € [0,T]. (8.36) 


为 了 得 到 短期 利率 的 精确 表达 式 , 假定 (Fe) 为 布朗 运动 (B,) 生成 的 自然 o- 代数 流 . 
由 于 (At) 为 严格 正 的 蒜 , 故 它 一 定 可 以 写成 Mi = E(o.B)i, 其 中 o = (os) 是 一 可 测 
适应 过 程 , E(c.B)t X o.B 的 Doléans 指数 (定理 4.14). 事实 上 , HM, = 1+(H.B)i， 
则 Mi = €(N):, 其 中 N = M-LM, 于 是 有 o = M-1H. 

令 Ar = mC: AER A 的 乘积 分 解 (参看 Yan(2002b)), 其 中 7 为 严格 正 的 局 
BBR, C 为 严格 正 的 减 过 程 , Aon = Co = 1， 7 一 定 可 以 写成 内 = €(7.B). 故 根 
据 It6 公式 , 可 得 


dC + Cime yed B 一 dA: = f'(t)dt + Mig’ (t)dt + 9(t)M,o1dB;. (8.37) 
通过 比较 (8.37) 式 两 边 的 “dBi” 项 和 剩余 项 , 可 发 现 
og(t) Mt 
f(t) + g(t) Me 
a= g O trom (8.38) 


fOQ+90) Me — 
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从 而 , 如 果 1 ERR, 那么 可 通过 = n7! 来 定义 概率 测度 P, 则 P 为 唯一 的 概 
率 测度 使 得 
P(t, s) = C;E"(C, | Fa). (8.39) 

又 可 从 (8.38) PRH Ci, GRA 
t F(T) + 9 (TM y 
o FO FIM, I 
然后 根据 (8.39) 可 推出 短期 利率 过 程 (r()) 的 一 个 精确 表达 式 : 
f(t) + 9 (0) M: 

F(t) + g(t) Me ` 


特别 地 , 容易 验证 r(t) = f(t,t), 其 中 f(t, s) 是 远 期 利率 . 
Flesaker-Hughston 模型 的 主要 优点 是 我 们 可 以 直接 用 上 蒜 4 来 如 下 表示 到 期 
日 为 s <T 的 利率 衍生 品 上 在 t 时 的 价格 : 


Cr = exp { 


r(t) = (8.40) 


V; = A; E|EAs | Fi], Yt € [0,s]， (8.41) 


该 式 子 使 得 我 们 能 够 得 到 一 些 利率 衍生 品 价格 的 显 式 表 达 式 , 比如 对 利率 上 限期 权 
和 利率 互 换 期 权 的 定价 . 关于 这 一 论题 可 参考 Rutkowski (1997). 


§8.6 BGM 模型 


与 HIM 模型 相 比 , 实际 金融 市 场 中 应 用 更 为 广泛 的 一 类 模型 是 Brace et al. 
(1997), Miltersen et al.(1997) 以 及 Jamshidian(1997) 提出 的 BGM 模型 ,这 时 , 我 
们 是 对 实际 市 场 中 有 交易 的 、 可 观测 的 远 期 LIBOR 进行 建 模 , 因此 , BGM 模型 也 
被 称 作 LIBOR 市 场 模型 (LIBOR Market Model). 从 这 个 意义 上 说 , 我 们 还 可 以 将 
BGM 模型 看 做 是 HIM 模型 的 离散 版 本 . 

我 们 考虑 由 一 列 离散 时 间 构 成 的 集合 0 = T < Ty < … < Twi, 并 记 6; = 
(Tii — T;)/FEF, Vi € [0, N]. 实际 中 , (T) 通常 对 应 于 利率 衍生 品 的 利率 重 置 日 ， 
T-T: 通常 为 三 、 六 或 十 二 个 月 . 我 们 如 下 定义 t 时 刻 的 ZT- 远 期 LIBOR: 

L(t, Ti, Tn) = Te (8.42) 
即 L(t, Ti, Tiri) 表示 时 刻 t HH PAS HEF [Ti Ti] 时 间 段 内 的 单 期 利率 . 为 
简单 起 见 , 我 们 记 L(t, Ti, Tiy) 为 L(t). 与 HJM 模型 对 瞬时 远 期 利率 在 通常 的 等 
价款 测度 下 进行 建 模 不 同 , 这 时 我 们 考虑 远 期 风险 中 性 测度 , 即 由 零 息 票 债券 作为 
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计价 单位 所 对 应 的 风险 中 性 测度 . 我 们 首先 考虑 最 远 端 的 远 期 风险 中 性 测度 QNH, 
这 时 由 上 式 的 远 期 LIBOR © XM, Ly(t) 在 OH FRR, 我 们 假设 其 服从 一 个 没 
有 漂移 项 的 扩散 过 程 , 如 下 : 


dLy(t) = Ln(t)on(t)dZN*1(t), t<Ty, (8.43) 


其 中 ZN+1(t) 是 ONH 下 的 m 维 标准 布朗 运动 , on(t) A m HERR. BGM 模型 

可 以 通过 对 ow(t) 采用 不 同 的 形式 , 表现 不 同 的 波动 率 期 限 结构 , 同时 也 可 以 体现 

实际 市 场所 表现 出 的 波动 率 微笑 或 偏 斜 现象 , 在 这 一 点 上 , BOM 模型 有 很 大 的 灵 

活性 . 下 一 步 , 我 们 考虑 远 期 风险 中 性 测度 OY, 同 理 , Ly_1(t) 在 QN FRR, 我 
们 对 其 进行 如 下 建 模 : 

dLy-1(t) = Ly-1(t)on-1(t)dZ (t), t <Tn-1, (8.44) 

其 中 ZN (t) 是 QN 下 的 m 维 标准 布朗 运动 , on_1(t) 为 m 维 函数 . 由 测度 变换 技 

巧 , 我 们 容易 得 到 相 邻 的 两 个 远 期 风险 中 性 测度 QNH 与 QN 之 间 满 足 如 下 关系 : 

dQN _ 1+6nLn(t) 

dQN+! |7* ~ 14 5yLy(0)’ 

进而 由 Girsanov 测度 变换 公式 (这 时 我 们 需要 对 波动 率 系数 施加 某 些 技术 性 条 件 


以 保证 Girsanov 测度 变换 公式 成 立 ), 如 下 的 ZN(t) EQN 下 是 m 维 标准 布朗 运 
动 : 





(8.45) 


ZN(t) = ZN+1(t) — ems) (8.46) 


依 此 类 推 , 一 般 地 , 我 们 可 以 在 远 期 风险 中 性 测度 QH F, 对 Lilt) 进行 建 模 , 并 
可 递 推 地 得 到 不 同 远 期 风险 中 性 测度 之 间 的 关系 及 相应 的 标准 布朗 运动 之 间 的 关 
系 . 这 样 我 们 就 可 以 在 必要 的 时 候 转 换 到 同一 个 风险 中 性 测度 下 考虑 问题 . 

下 面 我 们 以 一 个 利率 上 限 为 例 , 考虑 BGM 模型 下 的 定价 问题 . 为 了 能 够 得 到 
显示 表达 式 , 我 们 假设 上 述 波动 率 系数 均 为 确定 性 函数 . 设 Tili = 1,---,N) 为 该 
利率 上 限 的 重 置 日 , M 是 其 名 义 本 金 , R* 是 其 上 限 利率 . 我 们 知道 , 该 利率 上 限 可 
以 分 解 为 N 个 利率 上 限 单元 (caplet) 的 和 . 由 风险 中 性 定价 公式 , 第 i 个 利率 上 限 
单元 在 时 刻 t < Ti; 的 价值 为 


Caplet,(t) = M6iP(t, Tini) Bon [(Li(T;) — R*)4|Fi). (8.47) 
而 根据 前 面 的 模型 假设 , 我 们 知道 , Li;(T;) 在 OH 下 是 对 数 正 态 的 , 并 且 满 足 : 


F 
Vargi+ [log L: (T) |F} = { o? (u)du, Egi+ [log Li (T) |F] 
t 


= log Li(t) 一 ; a o? (u)du. (8.48) 
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记 ， 
2 seh 2 T d 8.49 
nS iJ, o; (u)du, (8.49) 


由 (8.47), (8.48) 及 (8.49) R, 我 们 得 到 第 i 个 利率 上 限 单元 的 显 式 定价 公式 : 
Caplet;(t) = M6;P(t, Ti41){Li(t)®(dii) 一 R*®(d2;)}, (8.50) 


其 中 


1 L;(t)/R*) + v2(T; — t)/2 
ay = ERO ee dzi = dyi — vivy Ti — t. (8.51) 


实际 市 场 中 , 对 利率 上 、 下 限 及 互 换 期 权 的 报价 都 是 通过 Black 公式 相应 的 
隐 含 波动 率 给 出 的 . 而 (8.49) 式 实际 上 是 给 出 了 Black 公式 相应 的 隐 含 波动 率 与 
BGM 模型 所 采用 的 波动 率 系数 之 间 的 关系 . 也 正 是 由 于 BGM 模型 给 出 了 如 上 符 
合 实际 的 定价 公式 , 在 该 模型 下 与 实际 金融 市 场 报价 的 校准 变 得 易于 操作 , 使 得 该 
模型 在 过 去 的 十 几 年 中 变 得 十 分 流行 . 


SAR ”扩散 过 程 模型 下 的 最 优 投资 组 合 
与 投资 -消费 策略 


在 扩散 过 程 模型 下 的 完备 市 场 中 , 期 望 效用 最 大 化 问题 已 经 被 很 多 作者 研究 过 
(参见 Karatzas (1989) 的 综述 ) ，Karatzas et al. (1991) 研究 了 不 完备 市 场 情况 下 
的 该 问题 . 他 们 考虑 的 市 场 由 一 个 债券 和 d 只 股票 组 成 , 后 者 是 由 一 m 维 Brown 
运动 驱动 . 他 们 用 一 些 虚 拟 的 股票 把 原市 场 扩 充 成 一 个 完备 的 市 场 . 在 对 模型 加 一 
定 条 件 下 , 他 们 证 明 可 以 明智 地 选择 股票 , 使 得 在 完备 化 了 的 市 场 中 解 效用 最 大 化 
问题 所 得 到 的 最 优 投 资 组 合 中 , 虚拟 的 股票 是 多 余 的 . 在 这 种 情况 下 , 这 个 解 也 是 
原来 不 完备 市 场 中 的 最 优 解 . 

本 章 首先 在 扩散 过 程 模型 下 引进 投资 -消费 策略 , 然后 在 89.2 节 研究 期 望 效用 
最 大 化 问题 , 采用 的 方法 是 所 谓 的 “ 蒜 方 法 ”, 参见 Dana and Jeanblanc (2003); §9.3 
HE LD? 容许 交易 策略 范围 内 研究 风险 -均值 投资 组 合 选择 问题 , 包括 加 权 均 值 - 方 
差 模型 和 Markowitz 均值 -方差 投资 组 合 问题 ; 89.4 节 从 效用 函数 观点 来 看 不 完备 
市 场 中 的 未 定 权 益 定价 . 


89.1 市 场 模型 与 投资 -消费 策略 


我 们 首先 介绍 市 场 模型 . 设 W(t) = (W(t), ,W™(t))” 为 定义 于 随机 基 
(Q, F, (万 ),P 上 的 m- 维 标准 Brown 运动 , 其 中 (Fe) A Brown 运动 W(-) 产生 的 
自然 o- 代数 流 . 假设 在 市 场 中 有 d + 1 种 资产 可 供 交 易 , 其 中 一 种 为 无 风险 资产 
(通常 称 之 为 债券 ), 其 价格 过 程 记 为 Solt), 它 满足 如 下 方程 : 


dSo(t) = So(t)r(t)dt, te [0,7], 
So(0) = 1, 


其 中 了 > 0 为 一 固定 的 终端 时 刻 , (F) 循序 可 测 过 程 r) 为 短期 利率 , 满足 
T 
f Ir(s)lds < oo a.s.. 
0 


ER d 种 为 风险 资产 (通常 称 之 为 股票 ), 它们 的 价格 过 程 5;(t), i = 1,… 满足 
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如 下 方程 : 


j=l 


| ds 的 = SO [udt + E oyw], te oT), 
S;(0) = s; > 0, 


其 中 (Fe 循序 可 测 过 程 ml) 与 oil) := (oi1,… ,0im)" 分 别 为 第 i 只 股票 的 收益 
率 与 波动 率 向 量 , 满足 


T a 
f [ua + Vis (1))?| dt<oo a.s.. 


j=l 
定义 超额 收益 率 向 量 
b(t) := (p1(t) — r(t), . - - , Malt) — r(t))” = w(t) — r(t)1 
和 波动 率 矩 阵 
a(t) := (0ij;(t))axm. 

这 里 1 表示 分 量 都 是 1 的 d 维 列 向 量 . 

下 面 我 们 考虑 一 个 投资 者 , 假设 其 初始 财富 为 z. 在 第 七 章 中 , 我 们 介绍 了 (A 
融资 ) 交易 策略 的 概念 . 在 那里 , 一 个 交易 策略 为 plt) = (yo(t),… ,va(t))”, 其 中 


每 个 分 量 yilt) 代表 投资 者 在 时 刻 t 所 持 有 的 资产 ; 的 数量 . 如 果 其 财富 过 程 X(t) 
满足 


d t 
X(t) =2+ ey yi(s)dS;(s), Wt € [0,T], 

i=0 0 
则 称 该 交易 策略 为 自 融 资 的 . 在 本 章 中 , 我 们 换 一 种 方式 来 表示 交易 策略 . RN 
BRRAENA t 投入 在 每 种 资产 i 上 的 财富 a(t). BRAM PRA: m(t) = 
pilt)Si(t). > 

T(t) = (mo(t), mı (t), PRS ,Ta(t))”. 

我 们 通常 也 称 元 (.) 为 交易 策略 . TA, 元 (.) 为 自 融资 的 当 且 仅 当 


d m 
dX (t) = mo(t)r(t)dt + D> m(t) [tat + Doi(t)awi 多 |] ， Vte (0,7). 
i=1 j=1 
同样 显然 的 是 , 上 述 条 件 可 以 改写 为 


d m 
dX(t) = X(t)r(t)dt + 》 m(t) [(us(0) — r(t))dt + Ý 045(t)aw? (|, vt € [0,7]. 
j=l 


i=1 
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通常 我 们 采用 向 量 与 矩阵 的 记号 , 结果 为 
dX(t) = X(t)r(t)dt + n(tY (u(t) — r(t)1)dt + x(t)"o(t)dW(t), Wte [0,7]. (9.1) 


这 里 , 向 量 
T(t) = (m1 (t), ,wa(t))” 

表示 了 投资 在 各 种 股票 上 的 资金 量 . 方程 (9.1) 刻画 了 : 在 自 融 资 的 交易 策略 中 , 财 
富 的 瞬间 变化 dX(t) 如 何 依赖 于 股票 上 的 投资 量 r(t). 方程 (9.1) 通常 被 称 为 动态 
预算 约束 或 动态 预算 方程 另外 值得 注意 的 是 : 对 于 自 融 资 的 交易 策略 而 言 ,其 财 
富 的 变化 完全 取决 于 在 股票 上 的 投资 量 , 于 是 其 财富 过 程 X(.) 完全 取决 于 初始 财 
富 z 和 在 股票 上 的 投资 量 x(.). 鉴于 此 , 以 后 只 要 是 考虑 自 融 资 交易 策略 时 , 我 们 
只 需 指 明 初 始 财 富 z 和 在 股票 上 的 投资 量 x(-) 即 可 . 因为 是 自 融资 , 除了 投资 于 股 
票 外 , 剩 下 的 钱 全 部 用 于 投资 债券 . 

在 现实 投资 中 , 投资 者 除了 在 证 券 市 场 上 交易 外 , 还 要 进行 消费 活动 . 为 了 刻 
画 投资 者 的 消费 行为 , 我 们 再 引进 一 个 非 负 循 序 可 测 过 程 : 消费 ( 率 ) 过 程 c(.), 满 


足 f asas < oo. f ssjus 表示 从 时 刻 0 到 时 刻 ,投资 者 累计 消费 的 财富 . 这 
样 , 我 们 就 有 了 交易 -消费 策略 (p0). 称 其 为 自 融 资 的 , 如 果 它 满足 
X(t)=a+ 2 [ yi(s)dS;(s) 一 1 c(s)ds, Yt e [0,7]. 
当然 , 我 们 也 可 以 用 (7, c) 来 表示 交易 -消费 策略 . TIR, (7,0) 是 自 融资 的 , 当 且 仅 
当 vt € [0,T], 
dX (t) = X(t)r(t)dt + r(t)" (u(t) — r(t)1)dt + a(t)ro(t)aWw(t) — c(t)dt. (9.2) 


方程 (9.2) 也 通常 被 称 动态 预算 约束 或 动态 预算 方程 . 同样 地 , 对 于 自 融资 的 交易 - 
消费 策略 而 言 , 其 财富 过 程 X) 完全 取决 于 初始 财富 z、 在 股票 上 的 投资 量 r(.) 
以 及 消费 率 c(-). 鉴于 此 , 以 后 只 要 是 考虑 自 融 资 交易 -消费 策略 时 , 我 们 只 需 指明 
初始 财富 r, 在 股票 上 的 投资 量 r) 以 及 消费 过 程 c(-) 即 可 . 


§9.2 ”期望 效用 最 大 化 
这 里 考虑 两 种 效用 函数 . 一 种 是 关于 消费 的 时 间 依 赖 的 效用 函数 


U : [0,T] x (0,00) — (—00, 00) 
(t,c) + U(t, c). 
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我 们 假定 : 对 任意 te [0,7], U(t,-) 在 (0,00) 上 严格 凹 、 严 格 增 、 连 续 可 微 并 且 满 
FAG FAY Inada 条 件 : 


20 (4,0) = im 2,0) = 00, Bio) = tim Mee, =0. 
另外 一 种 是 关于 终端 财富 的 效用 函数 
V : (0,00) + (—00, 00) 
z= V(r). 


我 们 假定 : V 在 (0,00) PARE, PEIN. EE SE AEF AN Inada 条 件 : 
V“(0) := lim V'(z) =00, V'(oc) := Jim V‘(z) = 0. 


容易 验证 : inz, & (a < 1,0 ¢ 0) 都 是 满足 上 述 条 件 的 效用 函数 . 
对 于 自 融 资 交 易 - 销 费 策略 (r, c), 财富 过 程 满足 动态 预算 方程 (9.2), 该 策略 带 
给 投资 者 的 期 望 效用 是 


T 
e| f U(t,c(t))dt + V(X(T))|. 


对 于 自 融 资 交易 策略 r, 财富 过 程 满足 动态 预算 方程 (9.1), 该 策略 带 给 投资 者 的 期 
望 效用 是 
E[V(X(T))]. 
投资 者 的 目标 就 是 在 一 定 的 范围 内 选取 自 融资 策略 , 使 得 期 望 效用 达到 最 大 。 
下 面 我 们 就 要 界定 自 融 资 策 略 所 属 的 范围 。 


定义 9.1 ” 称 自 融资 交易 策略 r 为 容许 的 (admissible), 如 果 对 任意 te [0,7], 在 
NA) t 的 财富 X(t) > 0 a.s.; 称 自 融 资 交易 -消费 策略 (r, c) 为 容许 的 , 如 果 对 任 
意 te (0,7), ERZ t 的 消费 率 c(t) > 0 a.s., 且 在 时 刻 t 的 财富 X(t) > 0 a.s.. 


给 定 初始 财富 z, 所 有 的 自 融资 交易 策略 r 构成 的 集合 记 为 4(z); 所 有 的 自 
融资 交易 -消费 策略 (r,c) 构成 的 集合 记 为 A(x), 其 中 下 标 表示 “ 带 消费 ”. 
投资 者 的 目标 就 是 










max 
(nr,c)EAc (x) 
s.t. (9.2) 


T 
E | Jl U(t, c(t))dt + V(X(T)) (9.3) 


或 者 
ma Bv] (9.4) 
s.t. (9.1) 
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以 上 两 个 问题 的 解决 方法 类 似 , 我 们 主要 介绍 如 何 解决 问题 (9.3). 
在 问题 (9.3) 中 , 预算 约束 (9.2) 是 “动态 ”的 , 即 它 描述 了 财富 在 每 时 每 刻 是 


T 
如 何 演化 的 . 注意 到 在 问题 (9.3) 的 目标 e| { U(t, c(t))dt + V(X(T))| 中 , 只 出 


现 了 消费 过 程 c(.) 和 终端 财富 X(T). 这 样 问题 (9.3) 就 可 以 分 解 成 两 步 : 

第 一 步 、 刻 画 出 怎样 的 消费 过 程 c(-) 和 终端 财富 X(T) 是 最 优 的 , 即 回答 “最 
优 结局 应 该 是 什么 ?” 

第 二 步 、 选 取 某 交易 策略 r(.) 来 实现 上 述 最 优 的 消费 过 程 c(.) 和 终端 财富 
XI(T)， 即 回答 “具体 如 何 实现 最 优 结 局 ?” 

这 就 是 效用 最 大 化 问题 “ 款 方 法 ”的 两 个 步骤 . 简单 地 说 , 就 是 先 考虑 “结局 ” 问 
题 , 再 倒 过 来 考虑 “实现 ”问题 . 

我 们 先 来 完成 第 一 个 步骤 :“ 结 局 ”问题 . 为 此 , 我 们 需要 刻画 出 那些 结局 是 “可 
实现 ”的 , 然后 在 这 些 可 实现 结局 中 寻找 最 优 结局 . 所 以 我 们 首先 要 刻画 出 那些 消 
费 过 程 c(.) 和 终端 财富 X(T) 是 可 以 通过 容许 的 交易 -消费 策略 来 实现 的 . 

当 市 场 不 完全 时 , 这 种 刻画 难度 较 大 . 下 面 我 们 仅 考 虑 完全 市 场 , 即 假定 : d= 
m 并 且 市 场 参数 r(t), u(t) 和 olt) 满足 以 下 条 件 : 

(1) 存在 5 > 0, 使 得 


o(t)o(t)’ > 6Im, Vte (0,7), 


这 里 Im 为 mxm 单位 矩阵 ; 
(2) Ble? Se pias < oo, 其 中 9(t) = o(t)-10(t), t € [0,7]. 


对 于 这 样 的 完全 市 场 , 存在 唯一 的 风险 中 性 测度 Q, T| = Z(t), 其 中 
Fi 


Z(t) = exp { - i; o(s)” dW (s) — 5 f le(s)Pas] (9.5) 
在 Q 下 股票 价格 过 程 满足 如 下 的 SDE: 


dSi(t) = Si(t) ro + S oyd o) | 


j=l 


xen WH = w+ | “Q(s)ds, 0 < t < T 是 概率 测度 Q 下 的 Brown 运动 . 自 融 
资 交易 -消费 策略 (r, c) 的 财富 过 程 X 满足 : 


X(t) iene T wry _ c(t) 
a(i) = Sot)” (t)o(t)dW (t) Sot) t € (0,7). 
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p(t) =exp {-/ "(as) Z(t) 
t t 
=e {- [ ooraaa - | (re + ZOP}. (9.6) 
称 p 为 定价 核 (pricing kernel), 或 状态 价格 密度 (state price density). BH 0 < 
p(T) < œ a.s., H 0 < Elp(T)] < œ. 这 时 对 所 有 i=1,…,d 有 


d(p(t)S:(t)) = p(t)Si(t) 》 oij(t)aWi(t), vte [0,7], 
j=l 
从 而 有 
p(t) Si(t) = Elp(T)Si(T)F], vte [0,7]. 


此 外 ， 自 融资 交易 -消费 策略 (r,c) 的 财富 过 程 X 满足 : 


d(p(t)X(t)) = p(t)x7 (t)o(t)aW(t) — p(t)c(t)dt, vte [0,7]. (9.7) 


引 理 9.2 ”对 任意 (rc) € A(z), 有 





T 
E I/ p(t)c(t)dt + p(T)X(T)| < z. 
0 


证 明 由 (9.7) 可 知 万 p(s)c(s)ds + p(t)X(t) AERAR, MAMAE. 于 
是 可 得 引 理 结论 . 口 


对 任意 给 定 的 非 负 消 费 过 程 c(-) 和 非 负 Fr- 可 测 随机 变量 &, 若 它们 


T 
E If p(t)c(t)dt + p(T)é| = a, 
0 


则 存在 交易 策略 r(.) 使 得 (r,c) e A(z) 并 且 X(T) =. 
证 明 + 





ii 
me -| f plt)elt)dt + p(T)E|F|, te (0,7). 








则 M(-) AB. HARRER, 存在 m- 维 循序 可 测 过 程 4(.) 使 得 


M(t) = M(0)+ if o(s) dW (s), te [0,7]. 
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4 
z(t) = (o(t))" 2 + oOxGg) 
其 中 
M(t) -f p(s)c(s)ds 
a ee 
则 容易 验证 (x, c) e A(z) 并 且 其 财富 过 程 为 X(t), WE X(T) =E. 口 






引 理 9.4 “对 任意 (r,c) e A(z), 若 





T 
E | Í p(t)c(t)dt + p(T)X oj <T. 
0 
则 存在 交易 策略 TO) 使 得 (T, c) € A(x) 并 且 其 相应 的 终端 财富 区 (T) > X(T). 


y i 
证 明 ”假设 (2, c) € Ac(z) azel f p(t)c(t)dt + p(T)X(T)| < z. 则 存在 


e > 0 使 得 





=T. 


T 
E | | p(t)e(t)dt + p(T)(X(T) + €) 
0 





由 引 理 9.3, 存在 交易 策略 TO) 使 得 (T, c) e Ale) HAKAN X(T) = 
X(T) +e > X(T). o 
引 理 9.4 表明 , 问题 (9.3) 的 最 优 解 一 定 满足 
T 
E | f p(t)e(t)dt + anxo) aa 
0 
再 由 引 理 9.3 可 知 , 问题 (9.3) 等 价 于 如 下 问题 : 
T 
max E | Í U(t, c(t))dt + vol 


s.t. c(t) > 0, £ > 0, c(-) 循序 可 测 , € € Fr, (9.8) 


T 
E I/ p(t)e(t)dt + aa =z. 


T 
在 上 述 问题 中 , E | [ note + or = r 取代 了 问题 (9.3) 中 的 动态 预 
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BARK. 前 者 通常 称 为 静态 预算 约束 , 它 刻 画 了 可 以 从 初始 资本 z 达到 的 消费 过 程 


和 终端 财富 (c, €). 
下 面 我 们 通过 Lagrange 乘 子 法 来 求解 问题 (9.8). 考虑 如 下 问题 
一 了 
< ) (9.9) 
s.t. c(t) 20, £2 o0, c(-) HÆTTA, EE Fr. 
容易 证 明 : 如 果 存 在 和 使 得 问题 (9.9) WRR (c, 6) 恰好 满足 静态 预算 约束 


T T 
max E I/ U(t, c(t))dt + ve) 一 入 (z I/ p(t)c(t)dt + p(T)éE 





=T, 


T 
E | j p(t)e(t)dt + p(T)E 
0 





WW (c,€) 必定 是 问题 (9.8) 的 最 优 解 . 另外 , 我 们 将 会 找到 这 样 的 和 > 0. 
问题 (9.9) 显然 等 价 于 如 下 问题 : 


T 
max E | f (U(t, c(t)) — Ap(t)e(t))dt + V (£) 一 sar 


< (9.10) 
s.t. c(t) > 0, € > 0, c(-) 循序 可 测 , E € Fr. 
而 问题 (9.10) 又 显然 等 价 于 如 下 问题 : 对 每 个 we 9， 
T 
max i (U(t, c(t) — dolt)e(t))dt + V (€) — Ao(TIE an 


s.t. c(t) >0,€>0. 
为 了 记号 简单 , 我们 已 在 问题 9.11) 中 省 略 了 w. 对 于 任意 > 0, 问题 (9.11) 的 
最 优 解 (c, E) 显然 满足 如 下 的 一 阶 条 件 : 


BO he 
| We (t)) =Ap(t), vt € [0,T], (9.12) 


V"(é") = p(T). 


RHE t, 令 1(t,-) 为 E Ce, e) 的 反 函 数 , 则 易 知 1(t,-) 为 (0,00) 上 的 连续 、 严 格 减 
函数 且 满 中 


I(t, 0) := lim I(t,y) = oo， I(t,oo) := Jim I(t, y) = 0. 
此 外 , $ J 为 V' 的 反 函 数 , WHA J A (0,00) 上 的 连续 、 严 格 减 函数 且 满 足 


J(0) := lim J(y) =, J(oo):= Jim J(y) = 0. 
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这 样 , 一 阶 条 件 (9.12) 可 以 写 为 


{ c*(t) = I(t, Ap(t)), Vt [0,T), 
€* = J(Mp(T)). 


对 于 任意 和 > 0, 上 述 定 义 的 (€*,c*) 自动 都 是 严格 正 的 . 也 就 是 说 , 问题 (9.11) 中 
的 约束 条 件 其 实 是 不 起 作用 的 . 

这 样 , 从 以 上 讨论 可 知 : 对 任意 入 > 0, 问题 (9.9) 的 最 优 解 由 (9.13) 给 出 . 为 
了 最 终 解决 问题 (9.8), 还 需要 定好 和 的 值 . 实际 上 , 和 的 值 由 以 下 方程 给 定 : 


(9.13) 


二 
E f p(t)I(t, Ap(t))dt + p(T)J(Ap(T))| = z. (9.14) 





我 们 总 结 一 下 第 一 个 步骤 的 结论 : 先 解 方程 (9.14), 定好 和 的 值 , 然后 问题 (9.9) 
的 最 优 解 由 (9.13) 给 出 . 

最 后 , 我 们 再 来 完成 第 二 个 步骤 :实现 ”问题 . 实际 上 , 该 问题 已 经 在 引 理 9.3 
的 证 明 过 程 中 解决 了 , ABR. 


例 9.5 假设 U(t,c) =e lnc, vte (0,T], RF B>0. 另外 , 假设 V(z) = lnr. 


试 求 问题 (9.3) 的 解 . 





解 RIA 
I(t,y) =e yl, J(y) =y. 
这 时 方程 (9.14) 就 是 
f ‘ can er 
A e X 入 =f. 
该 方程 的 解 为 
入 二 1+ 6—e-4T 
— 
由 (9.13), 问题 (9.9) 的 最 优 解 是 
Be~Ptz Bx 


O= aare © = ras poe 
这 样 就 完成 了 第 一 个 步骤 .下面 按照 引 理 9.3 的 证 明 过 程 来 完成 第 二 个 步骤 .容易 
算得 ， 
T p(t)c*(t)dt + p(T)é* =z. 
于 是 
T 
M(t) =E | f p(t)c" (t)dt + p(T)é* 





z| = 7. 
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从 而 o(t) = 0. 
m*(t) = (ot) Y OXE), 
其 中 有 
+e Ft — e x 
COM pp oe 


从 中 可 以 看 出 , 在 每 个 时 刻 t, 


m*(t) -—1y\r 

X(t) = (a(t) y 04). 
该 向 量 表示 了 在 各 个 股票 上 的 最 优 投资 比例 , 即 投资 在 各 个 股票 i 上 的 资金 r (t) 
在 总 财富 X(t) 中 的 占 比 . 我 们 发 现 , 最 优 交易 策略 很 简单 ,就 是 在 每 个 时 刻 t 都 是 
把 总 财富 按照 比例 向 量 (c(t)-1)"0(t) 在 各 个 股票 间 进 行 配置 . 此 外 , 还 可 算得 





ol) pe 
X(t) B+e-St—e-AT’ 
这 是 最 优 消费 占 总 财富 的 比重 . 


§9.3 ”均值 -风险 投资 组 合 选择 
本 节 研究 均值 -风险 投资 组 合 选择 问题 , CHE Markowitz 均值 -方差 投资 组 合理 
论 的 一 个 自然 推广 . 本 节 内 容 取 自 Jin, Yan and Zhou (2007) 和 Zhou(2008). 
89.3.1 ”一 般 均 值 - 风 险 模 型 框架 


下 面 我 们 假设 d= m, 并 且 假 定 市 场 参数 r(t), u(t) 和 o(t) 满足 89.2 节 中 的 
条 件 . 这 时 市 场 是 完全 的 , 并 且 存 在 唯一 的 风险 中 性 测度 Q, dQ/dP|z, = Zea 其 中 
Z(t) 由 (9.5) AH. 


T 
定义 9.6 WERE | f mora < oo 的 自 融 资 交 易 策略 称 为 L?- 容 许 的 . 


我 们 用 Ar) 表示 初始 财富 为 > 的 L- 容许 的 交易 策略 全 体 . 
这 时 有 
Si(t) = p(t) E(p(T)Si(T)F), Yt € [0,T], 
其 中 p 为 定价 核 . 此 外 , 对 L- 容许 的 交易 策略 n, 其 财富 过 程 X(t) 满足 


X(t) = p(t) E(p(T)X(T)IF), Vt € [0,7], 
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下 面 考虑 比较 一 般 的 均值 -风险 投资 组 合 选择 问题 : 


| n* = arg min E[f (X(T) — E[X(T)})}, 


(9.15) 
TE .42(zo)， E[X(T)] = z, 


其 中 zo,z € RR, f: ROR 为 给 定 的 一 个 可 测 函 数 . Markowitz 均值 -方差 投资 组 合 
相应 于 (9.15) 中 f(z) = 2? 情形 . 
由 于 市 场 是 完全 的 , 均值 -风险 投资 组 合 选择 问题 (9.15) 可 以 归结 为 如 下 静态 
优化 问题 
£” = arg min E[S (E — 2)), 
€eL*(Fr,R), Ef] =z, Elp(T)é#] = zo 


和 一 复制 未 定 权益 问题 . 假定 E 是 问题 (9.16) 的 解 , 由 (9.1) 知 , 复制 问题 归结 为 
对 下 述 倒 向 随机 微分 方程 (BSDE) 


{ dX (t) = [r(t)X(t)dt + Z(t)ro(t)-1b(t)]dt + Z(t)" dW (t), 


(9.16) 


pea (9.17) 


求 出 其 解 (X, Z), 然后 再 令 
r(t) = (a(t) Y Z(t). (9.18) 
在 一 般 均值 -风险 模型 下 , BSDE (9.17) 通常 没有 解析 解 . 


§9.3.2 ”加 权 均 值 -方差 模型 


本 节 考 虑 Markowitz 均值 -方差 的 一 个 最 简单 推广 : 加 权 均 值 -方差 模型 . > 
Y =¢-—2z, 考虑 如 下 静态 优化 问题 : 
* = argmina 2 2 
| Y* = arg min aE[Y?] + E[Y?], P 
Y € L?(Fr,R), E[Y]=0, ElpY]= wo, 
其 中 a > 0 是 一 预先 给 定 的 正常 数 , p = p(T), yo = zo 一 zE[p]. 为 了 解 此 优化 问题 ， 
我 们 采用 Langrange RFA, 首先 对 任何 一 对 乘 子 (A, p), 解 如 下 问题 : 


2 ， y2_9/)_ 
E as EfaY? + YY — 2(A — pp)¥]. (9.20) 


引 理 9.7 ”问题 (9.20) 的 唯一 解 为 Y* = Cp) A 





证 明 HAER Y e L?(F7,R), 我 们 有 
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aY? + Y? —2(\ — up)Y 


=a(Y? — 22 ey) 4 Y2 + 2(A— pp)Y 





= a(¥, — -Lp AMMO i y+ yp)? — A- np? 
es Ne 
> -a-h — (A= pp)? 
=a(Yf)? + (Y2)? 一 2( 入 一 Ap)Y 
这 表明 Y* 是 问题 (9.20) 的 唯一 解 . 口 
我 们 将 下 一 定理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 
定理 9.8 ”问题 (9.19) 的 唯一 解 为 


Y'= (An pels — (A= Jp)-, 


其 中 (A, u) 是 如 下 方程 组 的 唯一 解 : 


| EA -uol _ pl pp)_] =0, 


Q 
EPA H — EJp(À — up)-] = wo. 





对 加 权 均 值 -方差 模型 ，BSDE (9.17) 也 没有 解析 解 . 但 当 a = 1, 这 一 加 权 
均值 -方差 模型 退化 为 Markowitz 均值 -方差 模型 ， 这 时 问题 (9.19) 的 唯一 解 为 
Y* = 入 一 up, 其 中 (A, u) 是 如 下 线性 方程 组 的 唯一 解 : 


E[p(\ — np)] = yo， 严 [入 一 Ap] = 0， 


即 有 
foes yoE(p] Yo (9.21) 


Var(p)’ “~~ Var(p)’ 


下 面 假定 r(t), pilt) 和 oi,;(t) 都 是 有 界 可 测 函 数 , 我 们 可 以 通过 计算 条 件数 学 
期 望 首先 求 出 X(t), 然后 求 出 最 优 投资 策略 r" 


定理 9.9 BE r(t), mlt) 和 oilt) 都 是 有 界 可 测 函 数 , 则 Markowitz 均值 - 方 
差 问题 的 最 优 投资 策略 为 


n*(t) = —(o(t)")~10(t) (xo Yo rey, (9.22) 











T: 
一 d 
X*(t) =(A-z)e j rieda — ye- SE (2r(s)—10(8)1?) da p(t), (9.23) 
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(A, u) 由 (9.12) RAH, 其 中 





E[p] = exp { 一 a r(s)ds}, E[p] = exp { [wor 一 2r(s))ds}. (9.24) 


证 明 ”由 于 p(t) = exp { 一 r(s)ds}Z(t), (Z(t)) 为 由 (9.5) 式 定义 的 鞭 , 我 

们 立 得 (9.24), 并 且 有 
Elp|Fi] = e7 E Od olt), EJF] = e Le Orlo)— 100)! )de pce)? 
由 于 X*(T)=Y* 一 z= 入 -jp 一 2z, 我 们 有 
X*(t) = ATESA — pp — 2)elFi]. 
由 此 立刻 推 得 (9.23). 从 而 有 
dX*(t) = per Se (27(s)-!0(s) "dsp(#)0(t)T dW (t) + “dt”. 

将 此 式 与 (9.2) 式 对 比 即 得 (9.22). g 


89.4 从 效用 函数 看 不 完备 市 场 中 的 期 权 定 价 


本 节 内 容 取 自 Xia and Yan (2000a). 

设 B 是 一 了 时 刻 不 可 复制 的 未 定 权益 , 满足 EolSo(T) B] < co 项 , 这 里 的 Q 
为 风险 中 性 测度 . 我 们 将 证 明 对 于 追求 终端 时 刻 财富 效用 最 大 化 的 投资 者 而 言 ( 即 
问题 (9.4)), Eo[So(T) B] 是 B 的 公平 定价 . 

首先 , 假设 B 的 市 场 定 价 为 p, H p > Eo[So(T)-1B]. 我 们 将 证 明 投资 者 在 做 
投资 决策 中 不 应 当 购 买 B. 事实 上 , 如 果 投 资 者 初始 财富 为 z, 他 以 p 的 价格 购买 
了 A 和 份 B{0< 和 < ,然后 按照 4z(z) 中 的 某 个 策略 ri 投资 剩余 财富 x — Xp. 


设 其 财富 过 程 为 X(t), 则 我 们 有 

E[U(X*(T))] — E[U (X1 (T) + AB)] > E[U'(X* (T){X* (T) — Xı (T) — AB)] 
=E[Y(z)p(T)(I(Y(z)p(T)) — Xı(T) — AB) 
= Y(z)(x — Eg[So(T)~*X1(T)] — AEg[So(T)~*B)) 
> Y(x)(x — (z — Ap) — AEQ[So(T)~*B}) 
= Y(z)A(p — Eg[So(T)~*B]) > 0. 


这 里 X(T) 表示 初始 财富 为 z 的 最 优 投资 策略 所 对 应 的 终端 财富 (此 时 消费 过 程 
恒 为 0). 第 二 行 的 严格 不 等 式 来 自 于 U 的 严格 凹 性 以 及 B 是 不 可 复制 的 . 
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如 果 p < Eo[So(T)-1B], 我 们 将 证 明 投资 者 应 该 以 价格 p 购买 一 部 分 B. 为 
此 我 们 需 假定 U 进一步 满足 ， 对 于 任意 Kı € (0,00), 存在 Ko € (0,00) 使 得 
U'(Ky2) < K2U'(z),Vz € (0,00). 注意 logz 与 z(e 一 1)(y < 0) 都 满足 这 个 假设 . 


对 于 任意 ee (0, z], 我 们 有 


i (v (2x) 十 eB) = DOCCD)) 
<u! (222 x-(r) +eB) (B- 2x) 
<U’ (Sx) (EX*(7) 一 B) Tiz x-(T)>B] 
< KaU"(X*(T)) (ÈX*(T) - B) ex-ry>o 
= K2y(z)p(T) (EX*(7) = B) Tex-(ry>5j € L*(P). 
由 Fatou 引 理 ， 
lim inf IE [v (Sex + eB) = u(x) 
>E|U'(x*(r)) (B- 2x*(7))| 
=E [y(z)p(7) (B - 2x*(7))] 


= Y(2) (EalSo(T)™ B) — 2Eg[So(7)-*X*(7)]) 
= Y(z)(Eg[So(T)~*B] — p) > 0. 


因此 , 存在 so € (0, a 使 得 对 所 有 的 © e (0,so] , 


E [v (于 em 十 eB)| > E[U(X*(T))]. 


这 说 明 如 果 投 资 者 以 价格 p 购买 一 定量 的 B, 则 将 比 原来 的 最 优 策略 获得 更 大 的 
期 望 效用 . 

下 面 我 们 证 明 用 鞭 测 度 Q 定义 的 价格 与 Davis(1997) 基于 效用 函数 定义 的 公 
平价 格 在 一 定 条 件 下 是 一 致 的 ， 我 们 固定 zx > 0 并 且 假 定 存在 0 < 。 < x 和 一 
QE Mr 使 得 对 每 个 ye (z-es +e), & (T) 是 可 复制 的 . 定义 


V(y)= sup E[U(Vr(¥))], 
PEAD, (y) 
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则 有 
V (y) = E[U(Vr(p))] = EU (€4(T))] = EU TR (y)6rZ2))}. 
EF I ÆU 的 反 函 数 , 我 们 有 (形式 推导 )V'(z) =V). 根据 G(T) 的 定义 , 我 
们 有 
U'(€(T)) = Y (2)br ZF. 








于 是 得 到 _ 
ze VET) _ VD) 
T= War Vr 
MERWE Q 下 未 定 权益 B 的 定价 为 


E(U’ (Vr ())B] 
Viz) 


这 与 Davis(1997) H sd Fr 3% # F $ (marginal rate of substitution approach) 给 出 
的 公平 价格 是 一 致 的 . 


PofprB] = 


第 十 章 ”静态 风险 度量 


金融 市 场 由 于 面临 诸多 不 确定 性 因素 而 产生 风险 , 这 些 风 险 包括 市 场 风险 、 信 
用 风险 、 流 动 性 风险 、 操 作风 险 等 . 1988 年 , 巴塞 尔 银行 监管 委员 会 针对 信用 风险 
提出 了 控制 银行 风险 的 措施 . 随 着 金融 风险 事件 的 增加 , 一 种 称 之 为 风险 值 (Value- 
at-Risk, 简称 VaR) 的 风险 度量 方法 20 世纪 90 年 代 成 为 银行 、 证 券 公司 、 投 资 基 
金 等 金融 机 构 进 行 投资 风险 度量 与 管理 、 资 产 配置 、 绩 效 评价 等 的 重要 工具 . 所 谓 
“风险 值 ” 是 指 在 给 定 某 个 置信 水 平 下 , 一 风险 投资 在 未 来 一 定时 期 内 可 能 产生 的 
损失 上 限 . 1996 年 巴塞 尔 银行 监管 委员 会 认可 了 VaR 作为 银行 内 部 可 接受 的 风险 
度量 方法 之 一 . 但 由 于 VaR 存在 先天 缺陷 , 各 种 新 的 风险 度量 应 运 而 生 . 本 章 主要 
从 理论 上 介绍 有 关 的 成 果 . 


$10.1 一 致 风险 度量 


假定 期 末 所 有 可 能 的 状态 及 可 能 发 生 的 事件 是 已 知 的 , 即 给 定 了 一 个 可 测 空间 
(Q, F). 在 交易 期 末 的 金融 头寸 (这 里 是 指 扣 除了 投资 成 本 的 ) 通常 用 (Q, F) 上 的 
可 测 函 数 来 描述 ， 如果 进一步 知道 可 能 发 生 事件 的 概率 , 即 假定 给 定 了 可 测 空 
间 (0,7) 上 的 一 概率 测度 P, 则 金融 头寸 通常 用 (Q, F, P) 上 的 随机 变量 上 来 描述 . 
为 了 记号 和 叙述 方便 起 见 , 我 们 用 X = -i 表示 在 交易 期 末 的 潜在 损失 (potential 
losses)， 这 里 的 潜在 损失 是 相对 于 某 个 参照 点 而 言 的 ， 如 果 X 取 负 值 , 则 它 表示 
FAR. 


§10.1.1 币值 风险 度量 和 一 致 风险 度量 


所 谓 风险 度量 , 它 是 用 一 个 数值 (X) 去 量化 某 个 潜在 损失 X. 如 果 把 我 们 所 
要 考虑 的 潜在 损失 的 集合 记 为 9, 风险 度量 p 就 是 9 BR 中 的 一 个 映射 . 本章 我 
们 恒 取 L°(2,F) 或 LOQ, F, P) 为 潜在 损失 的 集合 9 R 9(P), 前 者 为 (Q, F) 上 
赋 一 致 范 数 ||- llo HAF F 可 测 函 数 全 体 , 后 者 为 前 者 按 概率 P 的 等 价 类 全 体 . 
在 前 一 种 情形 , 状态 及 可 能 的 事件 发 生 的 概率 P 是 未 知 的 , 或 者 不 为 市 场 共识 , 这 
时 的 风险 度量 称 为 无 模型 的 (model free). 在 后 一 种 情形 下 的 风险 度量 称 为 模型 依 
赖 的 (model-dependent). 在 模型 依赖 情形 下 , 很 自然 地 , 我 们 恒 假 定 风险 度量 p 满 
足 如 下 性 质 : 如 果 X =Y, P-as., WA p(X) = p(Y). 

我 们 只 考虑 单 期 的 不 确定 性 , 从 而 只 研究 静态 风险 度量 . 
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定义 10.1 称 9 到 RR 中 的 一 个 映射 p 为 一 币值 风险 度量 (monetary risk mea- 
sure), 简称 风险 度量 , 如 果 它 满足 两 个 条 件 : 
(1) 单调 性 : 对 所 有 满足 久 <Y 的 X,Y €G, A pY) < p(X). 


(2) 平移 不 变性 : 对 所 有 X e 9 及 任意 实数 a, 有 





p(X +a) = p(X) +a. 
注 任意 币值 风险 度量 p 关于 9 上 一 致 范 数 || - llo Lipschitz 连续 : 
lp(X)— p(Y)| < IIX -Y lls. (10.1) 
事实 上 , 显然 有 X <Y +X 一 Yllw, 故 由 单调 性 以 及 平移 不 变性 得 
AX) < p(Y) + [|X — ¥]loo- 


由 于 X ALY 地 位 对 称 , 故 得 (10.1). 
给 定 某 个 潜在 损失 X, 对 a c (0,1)，X 的 置信 水 平 为 1-a 的 风险 值 VaRa(X) 
定义 为 
VaR.(X) = inf{z € R : P[X > z] < a}. 
对 a = 0, 我 们 有 
VaRo(X) = jim VaRa(X) = esssup(X). 


显然 VaRa 是 一 币值 风险 度量 , 但 可 以 构造 例子 说 明 VaR。 不 满足 次 可 加 性 . 例如 ， 
BX MY 是 两 个 独立 同 分 布 随机 变量 , 满足 


P(X = 0) = 0.95，P(X = 1) = 0.05, 


则 
VaRo.os(X) = VaRo.os(Y) = 0, 
但 是 由 于 


P(X +Y = 0) =0.9025, P(X +Y =1)=0.095, P(X +Y = 2) = 0.0025, 


BANA VaRo.os(X + Y) = 1 

许多 金融 经 济 学 家 认为 , 一 个 合理 的 风险 度量 应 当 满足 次 可 加 性 (sub-additivity). 
Embrechts et al.(2000) 指出 : VaR 方法 仅 针对 椭圆 分 布 具有 次 可 加 性 .为 了 克服 
VaR 的 的 这 一 缺点 , Artzner et al. (1997, 1999) 引入 了 一 致 风险 度量 (coherent risk 
measure) p : 9 > R , 它 首先 是 一 币值 风险 度量 ( 即 满足 上 述 的 单调 性 和 平移 不 变 
性 ), 还 具有 以 下 两 条 性 质 : 
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(3) 正 齐 次 性 : 对 所 有 入 > 0 REM X cg, 有 p(AX) = p(X). 
(4) 次 可 加 性 : 对 所 有 的 Xi, X2 € G, 有 p(Xi + X2) < p(X1) + p(X2). 
由 一 致 风险 度量 p 的 正 齐 次 性 推 知 p(0) = 0. 于 是 对 所 有 X € 9, 我 们 有 
0 = p(X — X) < p(X) + p(—-X), 从 而 有 

p(X) > —p(-X). (10.2). 

例 1 + 
Pmax(X) = sup X(w), VX EG. 
wen 


容易 验证 pmax 为 一 致 风险 度量 , 称 为 最 坏 情形 (worst-case) 风险 度量 . 
例 2 XHA Ace (0,1), $ 


Qa = {Q € Mı (P) : dQ/dP < 1/A}. 
则 可 以 验证 : 如 下 定义 的 
™(X):= sup Eo(X) 
QeQ、 


是 一 致 风险 度量 . 
我 们 以 后 将 看 到 ( 见 定理 10.19), n 具有 如 下 表示 形式 : 


入 
m(X)= > f VaR, (X)dy. 


这 种 表示 是 通过 VaR 的 平均 给 出 的 , 称 为 水 平 入 的 平均 VaR, WA AVaR,. 
§10.1.2 一致 风险 度量 的 表示 

首先 我 们 考虑 无 模型 情形 , 即 假设 9 = LQ, F). 令 Mis 和 Mi 分 别 表示 
(QF) 上 的 有 限 可 加 的 概率 测度 全 体 和 可 列 可 加 的 概率 测度 全 体 . 


下 一 定理 来 自 Artzner et al.(1999), 这 里 给 出 的 证 明 简 化 了 定理 的 原始 证 明 , 它 
是 对 下 面 定理 10.6 的 证 明 的 一 个 模仿 . 


定理 10.2 p :9 一 及 是 一 致 风险 度量 , 当 且 仅 当 存在 Mi; 的 某 个 子 集 Q, 使 
得 


p(X) = sup Eo(X), VX €G. (10.3) 
QeQ 


mE, 在 (10.3) P, 8 TURA Mis 的 一 个 凸 子 集 , 使 得 上 式 的 上 端 可 在 Q 中 
达到 . 例如 可 令 





Q = {à € M15: AY) < p(Y),vY € G}. 
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WR p 在 9 中 是 从 上 连续 的 : 即 对 Xn X EG, 有 


Xn NX = > p(Xn) \ A(X), 


WW @ 可 以 进一步 取 为 M1 的 一 个 凸 子 集 . 


证 明 ”充分 性 容易 验证 , 下 面 证 明 必 要 性 . 为 此 我 们 只 需 证 明 : 假定 p 是 一 
致 风险 度量 , 则 对 任意 的 X e 9, FE Qx € Mis, 使 得 Qx(X) = p(X), HA 
Qx(Y) < p(Y),YY € G, 因为 这 时 就 有 





p(X) = sup Eg(X), YG, (10.4) 
QEQo 


其 中 Qo = {Qx : X €G}. 显然 用 Qo 的 凸 包 ORF Qo, (10. 4) 仍然 成 立 . 
由 p 和 Eo 的 平移 不 变性 , 我 们 只 需 考虑 p(X) = 1 情形 的 X. > 


B={Y €G: p(Y) <1}. 


容易 看 出 B ALR, Bı := {Y €G:|lYllo<I}CB, AX ¢B. 由 于 LOQ, F) 的 
对 偶 空间 是 (0, F) 上 全 变 差 有 限 的 有 限 可 加 集 函 数 全 体 ba(Q, 大)( 见 定理 1.12), 由 
凸 集 分 离 定理 , 存在 非 零 元 Ae ba(O, F), 使 得 


sup A(Y) < A(X). 
YEB 


由 于 Bi cB, 我 们 有 AX) > 0. 于 是 可 以 选择 入 使 得 XX) = 1. 我 们 将 证 明 入 有 
如 下 性 质 : 

(1) 对 任何 Y >0,Y €g, # AY) > 0 

(2) A(Q1) = 1; 

(3) 对 任何 Ye9, 有 AY) < p(Y). 
事实 上 , 对 任何 Y >0,Y €G, c > 0, 我 们 有 —cY €B. 于 是 A(-cY) < A(X) = 1. 
由 于 c 是 任意 的 , 必须 有 (1) 成 立 . 对 任意 0 < c< 1 有 ce B, 这 蕴含 A(1) < 1. 另 
一 方面 , 对 任意 c > 1, 我 们 有 2 一 cA(1) = A(2X 一 c) < A(X) = 1, 这 蕴含 A(1) > 1/c, 
从 而 必须 有 A1) > 1. 于 是 (2) 得 证 . 最 后 , 对 任意 Y, $ Yı =Y — ply] +1, W 
对 任何 c> 1, A Yi/c e B, 从 而 有 AY) < 1, 故 得 XY) < p(Y). (3) 得 证 . 因此 
NE Mis, 可 以 取 作 为 Qx. 

此 外 , 如 果 进 一 步 p 是 从 上 连续 的 , 则 由 于 和 < p, 故 和 是 在 0 处 是 从 上 连续 
的 , 从 而 入 e Mz. 口 

现在 考虑 模型 依赖 情形 ， 即 假设 9(P) = LON, F, P). RNA M (P) 表示 
(Q, F) 上 关于 P 绝对 连续 的 概率 测度 全 体 . 
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下 一 定理 来 自 Artzner et al.(1999), 可 以 利用 定理 10.2 直接 给 出 它 的 证 明 ( 参 
见 下 面 的 定理 10.6 的 证 明 ). 


定理 10.3 WG 上 一 致 风险 度量 p, 以 下 条 件 是 等 价 的 : 
(1) p 是 从 上 连续 的 : X NX 一 p(Xn) NAX); 
(2) 存在 M1(P) 的 一 个 子 集 Q, 使 得 











p(X) = sup Eo(X), VX € G(P); 
QeQ 


(3) p RA “Fatou HER”: 对 任意 P-a.s. 收敛 到 某 个 X 的 有 界 序列 (Xn), 有 


p(X) < lim inf p(Xn). 


§10.2 SERV YAY Hn HI De et 


次 可 加 性 是 一 致 风险 度量 的 基本 假设 . 从 风险 厌恶 的 角度 来 看 , 这 似乎 是 合理 
的 , 因为 我 们 总 是 期 望 把 不 同 的 风险 放 在 一 起 能 够 分 散 掉 一 些 风险 . 然而 , 风险 度 
量 的 次 可 加 性 的 假设 在 某 些 时 候 是 太 强 了 . 例如 在 保险 数学 中 有 许多 “保费 原理 
(premium principle)” 就 只 对 共 单 调 索赔 的 有 次 可 加 性 . 两 个 函数 X,Y :0 RR 
为 共 单调 的 , 是 指 不 存在 wi, we € Q 使 得 X (w) < X(we) 且 了 (wl) > ¥(w2). 


定理 10.4 设 和 了 :0 一 了 ,以 下 两 条 件 是 等 价 的 ; 
(1) X 和 了 是 共 单 调 的 ; 


(2) 存在 R 上 的 连续 非 降 函数 wu 和 v, 使 得 u(z) +v(z) =2z,z ER, H 


X=uX+Y),Y =v(X +Y). 


证 明 ”只 需 证 (1)>(2). 设 X,Y 共 单 调 . 令 Z=X+Y. 易 知 任 一 z € zQ) 
有 唯一 分 解 : 存在 某 个 wen, 使 得 z = Z(w),z = XX(w),y =Y(w),z = zx 十 y. 我 们 
用 u(z) 和 w(z) 分 别 记 z Aly. 则 由 X AY 的 共 单 调 性 易 知 和 w 为 Z(Q) 上 的 
非 降 函数 . 

往 证 u,v Æ Z(Q) 上 连续 . 首先 注意 对 h > 0 和 z,z 十 he 2Z(9), 我 们 有 





zth=u(z+h)+v(z+h) >u(z+h)4+v(z) = wu(z+h)+z—u(z). 
于 是 有 
u(z) <u(z+h) < u(z) +h. 
类 似 地 , 对 h > 0 和 z,z 一 he Z(2), 我 们 有 


_ 10.2 共 单调 次 可 加 的 RK 度 量 O 思 


u(z) —h < u(z — h) < u(z). 


XR ASRAS u 的 连续 性 , 从 而 v 也 连续 . 

下 面 只 需 证 明 u 和 v 可 以 延 拓 成 为 R 上 的 连续 非 降 函 数 . 首先 将 它们 延 拓 到 
Z(Q) 的 闭 包 ZO 上 . WR z 是 ZO) 的 单 向 边界 点 , 由 于 wu 和 vw 是 非 降 函数 , 则 
通过 取 极 限 来 连续 延 拓 . MR z 是 Z(9) 的 双向 极限 点 , 则 上 面 两 个 不 等 式 歼 含 双 
向 极限 吻合 , 从 而 可 以 连续 延 拓 . 最 后 , 通过 在 开 集 R\ Z(Q) 的 每 个 联通 区 间 上 进 
行 线性 延 拓 , 可 以 将 u 和 wv 从 ZO) 延 拓 到 R, 而 且 保持 v(z) +v(z) = z 成 立 . 定 
理 证 毕 . 口 

Song and Yan (2006) 建议 把 次 可 加 性 公理 替换 为 较 弱 的 共 单 调 次 可 加 性 公理 : 

(4)! 共 单 调 次 可 加 性 : 对 所 有 共 单 调 的 X1,X2 EG, 有 


p(X1 + X2) < p(X1) + p(X2), 


并 称 满 足 单调 性 、 平 移 不 变性 、 正 齐 次 性 和 共 单 调 次 可 加 性 的 风险 度量 为 共 单调 次 
可 加 风险 度量 . 可 以 证 明 VaR 实际 上 具有 共 单 调 可 加 性 . 


§10.2.1 ” 共 单 调 次 可 加 风险 度量 的 表示 : 无 模型 情形 


现在 我 们 考虑 9 = LOQ, F) 情形 . 我 们 用 Mim 表示 满足 uN) = 1 单调 集 
函数 :下 一 [0,1] 全 体 . 
Hue Mim, XEG, X KF u MH Choquet 积分 定义 为 


0 oo 
p(X) := f [u(X > x) — 1dr +f p(X > x)dz. (10.5) 


这 是 Choquet (1953) 在 研究 容 度 理论 时 首次 引入 的 . 

下 面 我 们 介绍 与 Choquet 积分 相关 的 一 些 结 论 , 其 证 明 可 以 参考 Denneberg 
(1994) 或 Yan(2010). 

4 pE Mim, X,Y €G. Choquet 积分 具有 以 下 性 质 : 

(1) ( 正 齐 次 性 ): WR c > 0, 那么 (cX) = cp(X); 

(2) (单调 性 ): X < Y AE uX) < aY); 

(3) (平移 不 变性 ): (X + c) = p(X) +c, Yc €R; 

(4) ( 共 单 调 可 加 性 ): 如 果 X 和 YY 是 共 单调 的 , 则 有 uX +Y) = p(X)+p(Y). 

下 一 定理 是 所 谓 的 Greco 表示 定理 , 证 明 见 Denneberg (1994) 或 Yan(2010). 
定理 10.5 令 XH 为 Qf 上 的 一 族 有 界 函 数 , 具有 以 下 性 质 : 


(1) HX € H, 则 对 任何 ae R} , A aX,X Aa,X-XAaEH; 
(2) E X EH, WX+1EH. 
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一 


MWET 是 X 上 的 一 个 实 泛 函 , 具有 单调 性 和 共 单调 可 加 性 , 那么 存在 2°(0 
的 子 集 全 体 ) 上 的 单调 集 函 数 y, 使 得 YX EH, Y(X) =T(X). 
S Q 为 Mim 的 一 个 子 集 . 定义 风险 度量 p: 


p(X) = sup p(X), X EG, 
LEQ 


其 中 p(X) 为 XAF u 的 Choquet 积分 . 容易 验证 p 满足 单调 性 、 正 齐 次 性 、 平 
移 不 变性 和 共 单 调 次 可 加 性 . 

事实 上 , 下 一 定理 (来 自 Song and Yan (2006)) 表明 : 任意 具有 正 齐 次 性 和 共 
单调 次 可 加 性 的 风险 度量 有 如 上 形式 的 表示 . 


定理 10.6” 设 p:9 一 RR 为 一 具有 正 齐 次 性 和 共 单 调 次 可 加 性 的 风险 度量 , 则 


p(X) = max p(X), Xe9， 


其 中 
M = {u€ Mim: HY) < p(Y), YY EG}, 
u(X) WX RF p 的 Choquet 积分 . 
证 明 “与 定理 10.2 情形 类 似 , 只 需 证 明 : 对 任意 Xe 9, 存在 ux e Mim, 使 
得 ux(X) = p(X), 且 对 任意 Ye G, 有 jx(Y) < p(Y). 由 p 和 上 的 平移 不 变性 ， 


我 们 只 需 考虑 p(X) = 1 的 情形 . 对 于 这 样 的 XX, > [X] := {u(X): uAR 上 连续 
非 降 的 函数 }, AS 





B={Y €69: 3Z€ [X], 使 得 p(Z) <1 HY < Z}. 


容易 证 明 BH, Bi := {Y eG: |lVYil<1}cB, HX ¢B. AF LOQ, F) 的 对 
偶 空 间 是 (0, F) 上 全 变 差 有 限 的 有 限 可 加 集 函 数 全 体 ba(Q, 下 )( 见 定理 1.12), Hh 
集 分 离 定 理 , 存在 非 平凡 的 Xe ba(Q, F), 使 得 


sup A(Y) < A(X). 
YEB 


HF Bi cB, 我 们 有 A(X) > 0. 因此 我 们 可 以 选择 和 使 得 A(X) = 1. 我 们 断言 A 
具有 以 下 性 质 : 

1° 对 任意 Y >0,Y €G, A AY) > 0; 

2° A(1) = 1; 

3° 对 任何 Ye9, A XY) < p(Y). 

事实 上 , 对 任意 Y > 0,Y € 9,c > 0, 我 们 有 —cY € B. 这 样 ， 


_ $10.2 共 单调 次 可 加 的 RM 度 量 2 中 


\M—cY) < MX) =1. 


由 于 c 是 任意 的 , 我 们 得 到 1°. 
对 任意 的 0 <c < 1,ce 8B. 由 于 c<1l 是 任意 的 , RAAT AQ) <1. 另 一 方 
面 , 对 任意 的 c > 1, 我 们 有 


2—cX(1) = A(2X —c) < MX) =1, 


这 蕴含 了 A(1) > 1/c. 由 于 c > 1 是 任意 的 , 我 们 推出 AQ) > 1， 这样 我 们 证 明 
了 2. 

最 后 , 对 任意 的 Y e [X], @M =Y — oY] +1, 那么 对 c>1,Yi/ceB. 由 于 
c > 1 是 任意 的 , 这 蕴含 了 AN) < 1. 因此 , 我 们 得 AY) < p(Y). 从 而 3° 得 证 . 

EM n*:GoR 

n*(Y) :=sup{A(Z):Z < Y,Z € [X]}, Yeg. 
BR r 具有 单调 性 、 正 齐 次 性 以 及 以 下 性 质 : 
n*(Y) < p(Y), VY €G; m*(Y) =X(Y), VY € [X]. (10.6) 


我 们 断言 r* 也 具有 共 单 调 可 加 性 . 事实 上 , > Yi Y € 9 为 共 单 调 的 , 那么 存在 R 
上 的 连续 非 降 函 数 ww 使 得 u(z) +v(z) = z,z € R, H 


Yı =u(¥i + Y2), Y2 = v(Yı + Y2). 

对 任意 满足 Z < Y + Yo 的 Z € [X], 我 们 有 u(Z),v(Z) € [X], HA 

u(Z) < u(Yi + Y2) = Yi, 

v(2) < (Yi + Y2) = Yo. 
因此 

n* (Y1) + 1*(¥2) > A(u(Z)) + A(v(Z)) = A(Z). 
由 r 的 定义 , 我 们 得 出 
n” (Yı + Yo) < n* (Y1) + 7* (Y2). 


由 x* 的 定义 , 相反 的 不 等 式 是 显然 的 . 因此 , r* 具有 共 单 调 可 加 性 . 
由 Greco 表示 定理 , 存在 2° 上 的 单调 集 函 数 yx 使 得 jx(Y) = (YY),YYe9. 
由 (10.6) 得 到 px eM 以 及 


ux(X) =7* (X) =A(X) = p(X). 
定理 证 毕 . oO 


. 236 . 第 十 章 ”静态 风险 度量 


§10.2.2 ” 共 单 调 次 可 加 风险 度量 表示 : 模型 依赖 情形 


现在 假设 市 场 中 存在 一 个 概率 模型 , 即 给 定 了 一 个 概率 测度 P. 这 时 G(P) = 
L®(9Q, F,P). 
下 面 将 函数 的 共 单 调 性 和 Choquet 积分 的 概念 推广 到 随机 变量 情形 . 


定义 10.7 ”两 个 实 值 的 随机 变量 X,Y 称 为 共 单 调 的 , WR Q c F 使 得 
P(o) = 1 且 不 存在 wi,w2 € Qo, 使 得 X(wi) < X(w2) 且 Y(wi) > Y(we). 


容易 由 定理 10.4 证 明 : 随机 变量 X ALY 共 单 调 , 当 且 仅 当 存在 R 上 的 连续 
非 降 函数 u,v, 使 得 u(z)+v(z)=z,z € R, E X =u(X +Y),Y =v(X+Y), a.s.. 


定义 10.8 BE Mim 称 为 关于 P 绝对 连续 , 如 果 对 于 任意 满足 P(4AB) = 0 的 
A,B € F, @ p(A) = p(B). 


我 们 将 Mim 中 关于 P 绝对 连续 的 容 度 全体 记 为 Mi m(P). 

对 于 we Mim, X € G(P), 在 前 面 定义 的 Choquet 积分 可 能 不 存在 . 所 以 对 
X EG(P), 我 们 只 考虑 关于 jE M1m(P) 的 Choquet 积分 . 在 这 种 情形 下 , Choquet 
积分 具有 以 下 “a.s. 单调 性 ”: X<Y a. s. BA p(X) < yu(Y), UR “as. 共 单 调 可 
加 性 ”: MR X,Y 是 a.s. 共 单 调 的 , 那么 uX +Y) = yj(X) +AY). 这 些 性 质 是 空 
间 Ze(Q, F) 上 的 Choquet 积分 的 简单 推论 . 因此 , 今后 在 提 到 这 些 性 质 时 , 我 们 
BEWA “a.s”. 

下 一 定理 是 Greco 表示 定理 的 一 个 简单 推论 . 


定理 10.9 WRT Æ GP) 上 的 一 个 实 值 的 泛 函 满足 T(1) = 1, 单调 性 以 及 共 单 
调 可 加 性 , 那么 存在 y © Mim(P), 使 得 对 所 有 的 X €g), 有 yX) =X). 


WA $ H= LOR, F), BAT 限制 在 H 上 满足 Greco 表示 定理 的 条 件 . 
此 , 存在 2° 上 的 单调 集 函 数 y, 使 得 对 所 有 X EH, y(X) =T(X). MFA BEF 
使 得 P(AQB) = 0, 我 们 有 (I4) = T(Is), 从 而 y(4) = 7(B). FH y € Mim(P). 
由 此 , 易 证 对 所 有 的 X e GP), Y(X) =T(X). o 
2 OA Mim P) 的 一 个 子 集 . 定义 风险 度量 p: 






p(X) = sup p(X), X € G(P), 
HEQ 


其 中 U(X) AX KF u 的 Choquet 积分 . 容易 验证 p 满足 单调 性 、 正 齐 次 性 、 平 
移 不 变性 和 共 单 调 次 可 加 性 . 

事实 上 , 下 一 定理 (KÁ Song and Yan, 2006) 表明 : 9(P) 上 任意 具有 正 齐 次 性 
和 共 单 调 次 可 加 性 的 风险 度量 有 如 上 形式 的 表示 . 
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EM 10.10 Kp:G(P) 一 RR 为 一 具有 正 齐 次 性 和 共 单 调 次 可 加 性 的 风险 度量 ,- 
则 








p(X)= 央 p(X), X €G(P), 


其 中 
M = {u E Mim(P): (Y) < p(Y), VY € G(P)}, 

U(X) 为 X KF j 的 Choquet 积分 . 

WEA $ ba(0,F,P) 表示 关于 P 绝对 连续 的 具有 有 限 变 差 的 有 限 可 加 测度 u 
全 体 构成 的 空间 . 注意 到 ba(Q, F,P) 为 LOQ, F, P) 的 对 偶 空间 ( 见 定理 1.12), 类 
似 于 定理 10.6 的 证 明 , 我 们 可 以 证 明 此 定理 . 

下 面 基 于 定理 10.6, 我 们 给 出 定理 的 另 一 证 明 . 我 们 将 p BA Eee(Q, 大) 上 的 
ZR. 那么 由 定理 10.6, 有 


p(X) = max A(X), YX € L°(0,F). 
因此 ,对 任意 给 定 的 X e LOQ, F), 存在 ux € M, 使 得 ux(X) = p(X). > 
[X] := {u(X): uA R 上 连续 非 降 的 函数 }, 我 们 定义 工 : LON, F) > RW 
r(Y) := sup{ux(Z): Z <Y, as. Z € [X]}. 
类 似 于 定理 10.6 的 证 明 , T 具有 单调 性 、 正 齐 次 性 、 共 单调 可 加 性 ， 以 及 下 面 的 


性 质 : 
P(Y) < p(Y), VY € L™ (0,F); T(Y) > px(Y), YY € [X]; 


T(Yi)=T(¥2), WRN, Y2 € L°(N,F), Vi = Yo, as.. 


由 定理 10.6, 存在 uy € Mim 使 得 对 所 有 的 Y €L°(O,F), we (¥) =T(Y). 于 是 
有 uy € M(P), 以 及 wy (X) =1(X) = p(X). 定理 证 毕 . oO 


§10.3 GARAE 


— BUM Be BERN EFF ERS RAFAT IK REN, 这 不 太 符 合 实 
际 . 例如 , 流动 性 风险 关于 头寸 的 增长 就 是 非 线性 的 . FOllmer and Schied (2002) 和 
Frittelli and Rosazza Gianin (2002) 独立 地 建议 用 较 弱 的 “ 凸 性 ”假设 代替 “ 正 齐 次 
性 ”和 “次 可 加 性 ”假设 : 
(5) GH: 设 X,Y e 9, 则 
v AE(0,1), pAX+(1— NY) < Ap(X) + (1 — A)p(Y). 
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称 具 有 凸 性 的 风险 度量 为 凸 风险 度 量 . 由 于 凸 风 险 度量 p 不 必 具 有 正 齐 次 性 ， 
所 以 不 必 有 p(0) = 0. 

考虑 某 个 可 以 对 两 种 未 定 收益 进行 投资 的 投资 者 . 一 种 投资 策略 为 把 全 部 资 
源 投资 到 第 一 种 未 定 收益 , 可 以 得 到 X; 另 一 种 投资 策略 为 全 部 投资 到 第 二 种 未 定 
权益 , 可 以 得 到 Y. 如 果 分 散 投资 , 仅 把 资源 的 和 份额 投资 到 第 一 种 未 定 权益 , 把 
剩余 部 分 投资 到 第 二 种 未 定 权益 , 可 以 得 到 和 AX + (1 - AJY. RH, GEABAAT 
分 散 投资 不 会 增加 风险 . 

例 3 考虑 及 上 的 效用 函数 u. 对 概率 测度 Qe Mi, HERNE cE RR. 
定义 如 下 的 风险 度量 

p(X) = inf{mlEolu(X + m)] > u(c)}. 

BR p 为 凸 风 险 度量 . 

这 一 节 介 绍 F6llmer and Schied (2004) 中 关于 凸 风险 度量 的 主要 结果 , 这 些 结 
果 可 以 采用 Song and Yan (2006) 有 关 共 单调 凸 风险 度量 的 表示 的 推理 方法 来 证 明 
(参见 下 面 的 定理 10.15 和 10.16 的 证 明 ). 因此 这 里 证 明 从 上 略 . 
§10.3.1 ”上 屿 风险 度量 的 表示 : 无 模型 情形 

我 们 考虑 9 = LOQ, F) 的 情形 . 令 a: Mi; + RU {+o0} 为 一 泛 函 , 使 得 


inf R. 
oem, a(Q) Š 


对 每 一 个 8 e Mif ZA X 一 Eo[X] — 0(Q) 在 9 上 是 凸 的 、 单 调 的 、 平 移 不 变 
的 . 当 对 Qe Mi, 取 上 端 时 , 这 些 性 质 是 保持 的 . 因此 ， 


p(X)= sup (Eo[X] — a(Q)) 
QEMi1,s 
定义 了 9 上 的 一 凸 风险 度量 , HA 
p(0) = 一 f anr a(Q). 


我 们 称 函 数 a 为 Mis 上 表示 凸 风 险 度量 p 的 一 个 惩罚 函数 ， 
定理 10.11 G 上 的 任意 凸 的 风险 度量 p 具有 以 下 形式 : 


A(X) = sup (Eo[X]— a,(Q)), X EG, 
QEM 1,4 


其 中 惩罚 函数 a, 由 下 式 给 出 : 


ap(Q) = sup (Ea[X] — p(X)), 
XEG 
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它 是 Banach 空间 9 LMAX p 的 Fenchel-Legendre 变换 , 或 者 共 力 函数 . 此 外 ， 
ap 为 表示 p 的 最 小 惩罚 函数 , 即 对 任意 表示 p 的 惩罚 函数 a, 有 


a(Q) > ap(Q), YQ E€ Ni 


定理 10.12 $ p 为 从 上 连续 的 凸 的 风险 度量 : 


Xn N X => p(Xn) N p(X), 


并 且 假 定 a 为 Mi, 上 表示 p 的 任意 惩罚 函数 . 那么 a(Q) < oo HF Q 是 概率 
测度 , 从 而 这 时 有 





p(X) = sup (Eg[X] — a,(Q)), X EG. 
QEM: 


810.3.2” 凸 风险 度量 的 表示 : 模型 依赖 情形 


在 这 一 部 分 , 我 们 假设 存在 一 个 概率 的 模型 , 即 给 定 了 一 个 概率 测度 P. 这 时 
9(P) = L®(Q, F, P). 


定理 10.13 G(P) 上 任意 凸 风 险 度量 p 具有 以 下 形式 : 


p(X)= sup (Eg[X] —a,(Q)), Xe9， 
QEeAfi,r(P) 


其 中 Mi,y(P) 为 Mis 中 关于 P 绝对 连续 的 有 限 可 加 概率 测度 全 体 , 惩罚 函数 
a, 为 


ap(Q) = sup (Eg[X] ~ p(X)), 
X€G(P) 


而 且 ao 为 表示 p 的 最 小 惩罚 函数 , 即 任意 表示 p 的 惩罚 函数 a 满足 


a(Q) > ap(Q), YQ € Mi,;(P). 





定理 10.14 ”对 于 凸 的 风险 度量 , 以 下 条 件 是 等 价 的 : 
(1) p 是 从 上 连续 的 : Xn NX => p(Xn) N P(X). 
(2) p 的 表达 式 可 以 把 最 小 惩罚 函数 amin 限制 在 Mi(P) E: 







p(X)= sup (Eo(X)— amin(Q)). 
QeM i (P) 
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(3) p 具有 “Fatou HER”: 对 任意 Pa.s. 收敛 到 某 个 X 的 有 界 序列 (Xan), 有 






A(X) < lim inf p(Xn)- 


8§10.4” 共 单调 凸 风险 度量 
Song and Yan (2006) 建议 把 凸 风 险 度量 中 的 凸 性 公理 替换 为 较 弱 的 共 单 调 上 | 
性 公理 : 
(5) 共 单调 凸 性 : 对 所 有 共 单调 的 Xi, X e 9 和 所 有 à € (0,1), 有 


PAX + (1— NY) < Mp(X) + (1 — Np(Y). 


并 称 满足 单调 性 、 平 移 不 变性 、 正 齐 次 性 和 共 单 调 凸 性 的 风险 度量 为 共 单 调 凸 风险 
度量 . 
§10.4.1 ” 共 单 调 凸 风险 度量 的 表示 : 无 模型 的 情形 

在 这 一 部 分 , 我 们 考虑 9 = LOQ, F) 的 情形 . 令 a: Mim —> RU {+00} 为 任 
意 使 得 infpem malu) 有 限 的 泛 函 . 如 果 我 们 定义 p:9 一 及 为 

p(X) := 0p (u(X) — a(u)), VX EG, 

那么 p 是 共 单 调 凸 风险 度量 .下 一 定理 表明 任 一 共 单 调 凸 风险 度量 具有 如 上 的 
表示 . 
定理 10.15 ” 任 一 共 单 调 凸 风险 度量 p : 9 一 及 具有 以 下 形式 : 


p(X) = „aax (uX )—a(u)), YX EG, 





a(u)= sup W(X), hE Mim. 
p(X)<0 


证 明 ”不 失 一 般 性 , 我 们 假设 (0) = 0. 首先 , 我 们 证 明 
p(X)> sup (u(X)-—a(p)), VX EG. 
HEM mm 
事实 上 , 对 任意 X © G, & X= X — p(X), BA p(X) = 0. 因此 ， 


a(n) > u(X1) = p(X) — p(X), Yu € Mim, 


§10.4 共 单 调 凸 风险 度量 : 241 . 


由 此 推 知 上 述 结论 成 立 . 因此 , 为 了 证 明 此 定理 , 我 们 只 需要 证 明 对 任意 的 X Eg, 
存在 HX € Mim 使 得 

p(X) < px(X) - a(ux). 
由 平移 不 变性 , 只 需 对 满足 p(X) = 0 WX 证 明 此 结论 . 对 于 这 样 的 X Eg, > 

[X] := {u(X): u 为 R 上 连续 非 降 的 函数 }， 
且 令 
B={re9g:32e[X] 使 得 p(2) <0, Y < Z}. 
容易 证 明 8 是 凸 的 , Bi := {Y eGs|¥+1|<1} CB, AX ZB. 由 凸 集 分 离 定理 ， 
存在 非 平凡 的 © ba(Q, F), 使 得 
b:= sup A(Y) < A(X). 
YEB 


我 们 断言 : 
(1) 对 任意 Y > 0,Y €g, 有 AY) > 0; 
(2) A(1) > 0. 
事实 上 , 对 任意 的 Y >0,Y €G UAR c> 0, 我 们 有 一 1 一 cY € 8, 和 A(-1-cY)< 
AX). 由 于 c 是 任意 的 , 得 到 AY) > 0. 至 于 (2), 由 于 入 是 非 平 凡 的 , 存在 某 个 
Y €G,|lY|| <1, 使 得 XY) > 0. 因此 , XY+) > 0, 和 (1 一 Y+) > 0, 由 此 有 (1) > 0. 
从 而 我 们 可 以 选择 A, 使 得 X(1) = 1. 
定义 p*:9 一 民 为 
p*(Y) := sup{X(Z): Z <Y,Z e€ [X]}. 
类 似 于 定理 10.6 的 证 明 , 我 们 可 以 证 明 p* 具有 单调 性 、 正 齐 次 性 、 共 单调 可 加 性 ， 
以 及 下 面 的 性 质 : 
P(Y) =XY), VY € [X]. 
因此 , 由 Greco 表示 定理 , 存在 2° 上 的 单调 集 函数 x 表示 p*: 
Pp"(Y)= px(Y), VY EG. 
FRA 
ux(1) = p*(1) =A) = 1. 
如 果 p(Y) < 0, 那么 对 任意 的 s > 0, 有 p(Y - se) <0. 这 样 一 来 , 我 们 得 到 
ux[Y] -e=ux(Y - €) = (Y —e) 
=sup{A\(Z): Z < Y —-e€,Z € [X]} 
< sup X(Z) =b. 
ZEB 
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最 后 , 我 们 有 
a(ux)= sup px(Y) <6, 
p(¥)<o 
ux(X) — a(ux) > ux(X) — b= A(X) —b 20 = p(X). 
定理 证 毕 . 口 
810.4.2 ” 共 单 调 凸 风险 度量 的 表示 : 模型 依赖 情形 


在 这 一 部 分 , 我 们 假设 存在 一 个 概率 模型 ， 即 给 定 了 一 个 概率 测度 P. 
G(P) = L® (9, F, P). 


定理 10.16 如果 p : 9(P) 一 及 是 共 单调 凸 风 险 度量 , 那么 p 具有 以 下 形式 


p(X) = max (H(X) - alu), X € GP), 







max 
HEMi,m 


sup W(X), u E€ Mı,m(P) 
p(X)<0 





证 明 ”类 似 于 定理 10.15, 我 们 可 以 根据 bal, F, P) A LOQ, F, P) 的 对 偶 空 
间 这 一 事实 来 证 明 该 定理 . 下 面 我 们 给 出 一 个 基于 定理 10. 15 的 证 明 . 

我 们 可 以 将 p 视 为 定义 在 9 = Zee(Q, 大) 上 的 凸 风险 度量 , 那么 由 定理 10.15, 
p 具有 以 下 形式 : 


p(X)= max (u(X)-—a(u)), XG, 


HEMI, m 


其 中 
a(u)= sup W(X), hE Mim. 
p(X)<0 


因此 , 对 任意 给 定 的 X EG, 存在 ux E€ Mim, 使 得 LUx(X) — a(ux) = p(X). > 
[X] := {u(X): uğ R 上 连续 非 降 的 函数 }， 

且 定 义 T:9 一 RR 为 
r(Y) :=sup{ux(Z): Z < Y, as. Z € [X]}. 


类 似 于 定理 10.9 的 证 明 , 可 证 具有 单调 性 、 正 齐 次 性 、 共 单调 可 加 性 和 如 下 
性 质 : 


r(Y) <a(ux)+(Y), Y EG; T(Y) > px(Y), VY € [X]. (10.7) 


r(Y) =T(Y2)， 如 果 Yi,Y2 € G, Yı = Yz, a.s.. (10.8) 


下 面 证 明 T(1) = 1. 由 (10.7) 1, T(1) > 1. 因此 只 需 证 明 (1) < 1. 我 们 断言 : 如 
RY €G, Y =0, a.s., 那么 ux(Y) <0. 事实 上 , 如 果 存 在 某 个 了 < 9, Y = 0 a.s. 
使 得 jyx(Y) > 0, 则 对 任意 的 ne N, p(nY) = 0, 从 而 有 


a(ux) > px(nY)= npx(Y), vneN. 


由 此 我 们 得 到 a(jx) = +00, 这 与 yx (X) 一 a(jx) = p(X) 矛盾 . 因此 , 对 任意 满足 
Z <1, a.s. 的 Z € [X], 我 们 有 


ZV1-1=0, as, 以 及 jx(ZV1-1)<0. 
这 样 一 来 ， 
px(Z)<px(ZV1)=pux(ZvV1-1)+1 <1. 


因此 有 TU) <1. 
由 Greco 表示 定理 , 存在 2° 上 的 单调 集 函 数 / 必 使 得 


VY €G, px(Y)=T(Y). 


由 (10.7) 和 (10.8), 我 们 知道 py € Mim(p) E wX(X) = jx(X)， 我 们 断言 
aluy) < a(ux). 事实 上 , 对 任意 Ye 9, 使 得 p(Y) < 0, 由 (10.4) 我 们 有 


Lx(Y) < p(Y)+a(px) < a(ux), 


因此 af(/ 必 ) < a(ux). 定理 证 毕 . 口 


810.5 ”分布 不 变 的 风险 度量 


我 们 假定 存在 一 个 概率 模型 , 即 给 定 了 一 个 概率 测度 P. 这 时 G(P)=L~(O, F, P). 
定义 10.17 “9(P) 上 的 某 个 币值 风险 度量 p 称 为 分 布 不 变 的 (law-invariant), 如 





果 当 X 和 了 在 概率 P 下 具有 相同 的 分 布 , W p(X) = pY). 
在 本 节 我 们 介绍 具有 分 布 不 变性 的 风险 度量 及 其 表示 . 
§10.5.1 分布 不 变 的 一 致 风险 度量 
TEH, VaR (X) 是 分 布 不 变 的 . 对 e (0,1, 令 


1 入 
AVaR,(X) = 5 f VaR, (X)dy. 


对 a = 0, 我 们 定义 
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4VaRo(X) = lim 4VaRA(X) = VaRo(X) = esssup(X). 


AVaR (PAE VaR) 也 是 分 布 不 变 的 风险 度量 . 
下 面 定 义 加 权 VaR. 


定义 10.18 Wy A (0,1) 上 的 概率 测度 , > 





WVaR,,(X) = I, _AVARA(XM(ad), VX € GIP), 


称 WVaR, 为 关于 p 的 加 权 VaR. 


容易 看 出 , 加 权 VaR 可 以 与 [0, 1] 上 的 概率 测度 一 一 对 应 : 设 jl 和 pe 为 [0,1] 
上 的 两 个 概率 测度 , 则 有 


WVaR,,, = WVaRy, => 41 = p2- 









EX 10.19 B X 是 一 随机 变量 , Ae (0,1). X 的 和 -分 位 数 是 任 一 满足 满足 如 下 
条 件 的 实数 q: 
P(X <q) 2A, P(X <q) <2. 





令 
qx (t) = inf{z € R : Fx(x) >t}, Vt € (0,1), 


qt (t) = inf{x € R: Fx(z) >t}, Vt € (0,1), 
这 里 Fx 是 三 的 分 布 函数 .分 别称 gx Mol AX 的 分 位 数 函 数 (quantile 
function) 和 上 分 位 数 函 数 (upper quantile function). 
我 们 有 
Wi 
下 一 定理 表明 : 平均 VaR 为 从 上 连续 的 一 致 风险 度量 , 从 而 加 权 VaR 也 是 从 
上 连续 的 一 致 风险 度量 . 


定理 10.20 A> 0, 则 AVaR, 为 人 上 连续 的 一 致 风险 度量 且 具 有 如 下 
表示 : 







AVaR,(X) = max Eo[X], 
其 中 
Q) := {Q < P : dQ/dP < 1/A}. 
该 定理 的 证 明基 于 以 下 版 本 的 经 典 Neyman-Pearson 3} #. 


§10.5 “分 布 不 变 的 风险 度量 - 245 . 


3| 10.21 ”对 给 定 的 入 e [0,1 以 及 Q < P, 考虑 以 下 最 优化 问题 : 
Maximize Eg|y}, 


约束 条 件 为 
0<v<1, Ely] =å. 


该 问题 具有 以 下 形式 的 最 优 解 : 


p= lip>a] + K1[p=q); 


其 中 q 是 y := dQ/dP XF P 的 某 个 1 一 和 分 位 数 , 常数 < SVEN Ely] = A. 
此 外 , 该 问题 的 任意 最 优 解 E [wp Aq] 上 等 于 y, P-a.s.. 


证 明 ” 令 少 为 满足 约束 条 件 的 任意 可 测 函 数 . 则 有 (% —v)(p—g) > 0. 因此 
Eg(v° — Y) = ELY? — +)y] > gE[y° — 4) = 0, 





Y 为 最 优 解 . 
另 一 方面 , 对 任意 最 优 解 v, 我 们 有 
E[(v° — ¥)(y — q)] = Ealt? — 4) — gE[y® — y] =0. 


因此 (Y° — Y) 一 gq) = 0, P-a.s.. 于 是 在 [yp Zq) E, Y = y, P-as.. 口 

定理 10.20 的 证 明令 pA(X) := supgeg, EolX]. 由 p UR AVaR, 的 平 
移 不 变性 和 正 齐 次 性 , 我 们 只 需 证 明 : 对 于 X > 0 和 E[X] = 1 的 随机 变量 X, 
p(X) = AVaR)X. 


p(X) = oo EolX] = x sup{E[X 4] |0 < 4 <1,E[y] = à}. 
由 引 理 10.21, p(X) = 1/AE[X Y], 其 中 如 = 11x>gqg 十 llx=qg, 4 Æ X AF P H 
某 个 1 一 和 分 位 数 , 常数 « 使 得 Ey?) = 入. 因此 
prx(X) = 1/AE[(X — q)*] + q = AVaR,(X). 口 
如 果 概 率 空 间 (Q, F, P) 是 无 原子 的 , Kusuoka (2001) 首先 给 出 了 分 布 不 变 的 
一 致 险 度量 的 如 下 表示 . 
定理 10.22 “如果 概 率 空间 (0, 丰 ,了 ) 是 无 原子 的 , 那么 以 下 条 件 是 等 价 的 : 
(1) p 为 分 布 不 变 的 一 致 风险 度量 . 
(2) 存在 (0, 1] 上 的 一 族 概率 测度 MG, 使 得 


p(X) = sup Ja AVaRa(X)u(da). 
HEMS 











= sup WVaR, 
HE 人 4 
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下 面 定义 由 扭曲 概率 产生 的 风险 度量 . 


定义 10.23 ”对 于 某 个 满足 g(0) = 0, g(1) = 1 非 降 的 函数 g : [0,1] 一 [0,1] ( 称 
为 扭曲 函数 ), 我 们 令 (goP) 表示 g 5P 的 复合 , 称 (go 了 ) 为 扭曲 概率 . MRA 
曲 函 数 g 还 是 四 的 , 我 们 称 (go P) 为 目的 扭曲 概率 . 


对 一 扭曲 概率 (9 oP), + 
po(X)=9goP(X)，YXE9SP)， 


其 中 goP(X) AX KF goP H Choquet MA. WA 










1 1 
(goP)(X) = gx (1 — 2)dg(2) = f ax(t)dy(t), 


其 中 y(t) = 1-g(1-t). 
下 面 我 们 研究 由 扭曲 概率 产生 的 风险 度量 和 加 权 VaR 之 间 的 关系 . 首先 证 明 
一 个 引 理 (来 自 Fllmer and Schied (2004)). 


引 理 10.24 ”密度 


g(t) = f sty(ds), 0<t<1, 
(t,1] 


定义 了 [0, 1] 上 的 概率 测度 y 与 凹 扭曲 函数 9 之 间 存 在 一 一 的 对 应 . 此 外 有 
g(0+) = p({0}). 


证 明 ”给 定 [0, 1] 上 的 概率 测度 u, 令 g(1) = 1, 并 按 密度 g 定义 增 函 数 g, 
则 有 





1 1 
1 — g(0+) = f gi (t)dt = has ji Teeay(s)u(ds) = p((0,1]) < 1. 


因此 , 我 们 可 令 g(0) = 0, 这 时 9 为 止 扭曲 函数 , AA 9(0+) = u({0}). 

RZ, 给 定 一 凹 扭曲 函数 g, 由 于 9 的 右 导 数 g(t) 是 一 非 增 右 连续 函数 , 存在 
(0,1] 上 的 局 部 有 限 正 测度 v 使 得 v((t,1]) = g(t). 定义 (0,1) 上 的 测度 u: (ds) = 
sv(ds), 则 由 Fubini 定理 有 


1 
((0,1]) = f [ „y Teavlds)dt = 1 — 9(0+) <1 


于 是 令 u({0}) = g(0+), 即 得 了 [0, 1) 上 的 概率 测度 u. 口 
以 下 定理 说 明 , 如 果 概 率 空间 是 无 原子 的 , 则 在 (0,1) 上 的 加 权 VaR 与 满足 
g(0+) = 0 的 四 扭曲 的 Choquet 积分 是 完全 等 同 的 . 


§10.5 “分 布 不 变 的 风险 度量 .247 . 


定理 10.25 ”假设 概率 空间 (0,F,P) 是 无 原子 的 . > p : 9(P) 一 R, 那么 以 下 条 
件 是 等 价 的 : 


(1) 存在 (0, 1) 上 的 概率 测度 u, 使 得 p = WVaR,; 
(2) 存在 某 个 满足 g(0+) = 0 的 四 扭曲 函数 g, 使 得 p = po. 


证 了 明 SUE (1) = (2). 设 (a) 成 立 , W 





pu(X)= , y ARAOUN) 
1 入 
= Ja x ff VRO drla) 
= 1 
= ie VaR,(X) i M(dd)dr. 


t 
令 ot) = [| f {uad 那么 g 为 非 降 的 四 函数 ， 且 满足 g(0+) = 0, 
0 Y(7,1) 
1 
g(1) =1, 9 的 右 导数 g(t) = / s-1p(ds). 所 以 有 
Pu(X) = j VaR, (X)g'+ (y)dy 
(0,1) 
co 0 
= [oth Liee@endet free — 1)da}g/4.(1 — y)dy 
= Í 人 e llFx(z)<7)9'+(1 — y)dydz 
0 
t 人 到 f iros — 1)g'4 (1 — y)dydz 
co 0 
= f g(1 — Fx (z))dx +f [9(1 — Fx(x)) — 1]dx 
= go P(X). 
现在 证 明 (2) => (1). 对 于 满足 g(0+) = 0 MAHAR g, > 


t 
u((0, t}) := [ sdg' (8), 


类 似 于 上 面 的 推导 我 们 可 以 得 到 (2) = (1). 口 
以 后 , 我 们 将 [0,1] 上 的 扭曲 函数 全 体 记 为 D; 将 [0,1] 上 的 凹 扭曲 函数 全 体 记 
为 Dee, 
由 于 p, 中 的 测度 j 与 凹 的 扭曲 函数 g 是 一 一 对 应 的 , 由 定理 10.22 知 : 分 布 
不 变 的 一 致 风险 度量 可 以 表示 为 一 族 满足 g(0+) = 0 的 止 扭曲 的 Choquet 积分 的 
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上 端 : 
p(X) = sup goP(X)， 
gED* 
其 中 D* 为 一 族 满足 g(0+) = 0 的 四 扭曲 函数 . 


下 面 的 定理 (证 明 见 文献 Föllmer and Shied, 2004) 刻画 了 AVaR, 与 VaR) 的 
关系 , 体现 了 AVaR、 作为 一 种 特殊 的 分 布 不 变 的 一 致 风险 度量 的 重要 性 . 


定理 10.26 AVaR、 为 控制 VaR, 的 最 小 的 分 布 不 变 一 致 风 险 度 量 . 


810.5.2 ”分布 不 变 的 凸 风险 度量 


Dana(2005) 和 Föllmer and Schied(2004) 首先 研究 了 分 布 不 变 的 凸 风 险 度量 . 
下 面 我 们 介绍 他 们 关于 分 布 不 变 的 风险 度量 的 表示 结果 , 证 明 从 略 . 
下 一 定理 来 自 Dana(2005) 和 Föllmer and Schied(2004). 


定理 10.27 $ p 为 某 个 凸 的 风险 度量 , 且 假定 p 是 从 上 连续 的 . 那么 p 是 分 
布 不 变 的 当 且 仅 当 对 Q e M (P), 最 小 惩罚 函数 amin(Q) 仅 依 赖 于 po := dQ/dP 
在 卫 下 的 分 布 . 在 这 种 情形 下 , p 具有 以 下 表示 


p(X)= sup ( f gx (Davelddt — amin(Q)) ， 


QEM: (P) 


其 中 最 小 惩罚 函数 满足 


1 
Qmin(Q) = ,Sup f 9x (t) dyq(t)dt 


= sup ( f ex(Owa(9d = p(X)) 


Xeg(P) 





810.5.3 ”有 关 随 机 序 和 分 位 数 的 几 个 结果 


有 关 一 阶 随机 占 优 和 二 阶 随 机 占 优 的 定义 已 经 在 第 二 章 给 出 , 下 面 给 出 止 损 序 
的 定义 . 
定义 10.28 RX AY 是 两 个 实 值 的 随机 变量 . 称 Y 在 止 损 序 (stop-loss 
order) 意义 下 优 于 X, WA X <a Y, 如 果 对 所 有 的 de R, BTA E[(X 一 d)4] < 
El[(Y — d)]. 
由 定理 2.13 知 , Y 在 止 损 序 意 义 下 优 于 X, SF -X 在 二 阶 随机 占 优 意义 
FRF -Y. 


下 面 两 个 定理 分 别 给 出 了 一 阶 随机 占 优 和 止 损 序 的 刻画 , 其 证 明 分 别 见 文献 
Féllmer and Schied(2004) 和 Dhaene et al.(2006). 
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定理 10.29 X <a Y 当 且 仅 当 存在 某 个 概率 空间 (V, F, P) 以 及 它 上 的 随机 
变量 X', Y', 使 得 X 与 X 同 分 布 , Y' SY 同 分 布 , H 


X' < Y’ P-as. 


X Sa Y 当 且 仅 当 存在 某 个 概率 空间 (V, F, P) 以 及 它 上 的 随机 变量 X’, Y', 使 
得 X' 与 x 同 分 布 , Y' Sy 同 分 布 , 且 


Ep [Y’|X‘] > X’. 
定理 10.30 X <a Y, 当 且 仅 当 对 所 有 的 扭曲 函数 g, 有 
goP(X) < goP(Y). 


X Sa Y, 当 且 仅 当 对 所 有 的 四 扭曲 函数 g, 有 





goP(X) < goP(Y). 
下 一 引 理 的 证 明 留 给 读者 . 


引 理 10.31 $ Y 为 一 非 负 随 机 变量 .如 果 存 在 [0, co) 上 的 增 函 数 f 使 得 
X = f(Y), 那么 














qx (t) = f (ay (t)), 对 a.e. t € (0,1). 
其 中 gx(t) M qy (t) A Fx 和 Fy 相应 的 右 逆 函数 . 如 果 f 是 连续 的 , 那么 


qx (t) = flay (t)), vt € (0, 1). 
31 10.32 t X1, X2 € 9(P). 如 果 Xi M X: 是 共 单 调 的 , 那么 


QX1+X2 (t) = qx, (t) + 4x, (t), vt € (0, 1). 


证 明 “只 需 证 明 X 和 X 为 非 负 情 形 . 由 于 X MX 是 共 单 调 的 , FER 
上 的 非 降 连续 函数 u, wz, 使 得 u1(z) 十 uz(z) = z, BX, = ui(X14+ X2),i=1,2. 由 
引 理 10.31, 


ui(qx.+x2(t)) = qx; (t), Vte (0,1), i=1, 2. 
因此 我 们 得 到 , 对 所 有 te (0,1) 
qxı+Xa(t) = u (9x,4.x2(t)) 十 ta2(9xa+Xz(t) = ax, (t) + qx (t). 口 


下 一 引 理 来 自 文 献 Dhaene et al.(2006) 
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引 理 10.33 Mw X =d X°, Y =1 Y", H XK Y, X 5Y 分 别 定义 在 同一 概率 
空间 上 . 如 果 x¢,Y° 为 共 单调 的 , 那么 XY <a X°4+ YS. 


证 明 ”由 定理 10.30, 只 需 证 明 对 所 有 由 的 扭曲 消 数 g, 
goP(X+Y) < go P(X°+Y°). 





事实 上 , 我 们 有 
goP(X+Y)<goP(X)+goP(Y) 
=g 0 P(X°) + g o P(Y°) 
=goP(X°+Y¥°). 
下 一 引 理 来 自 文献 Song and Yan (2009a). 


引 理 10.34 $ Xi, X2, Y1, Yo € G(P). 假设 X! WX. 共 单 调 , Yi 和 Y 共 单调 . 
如 果 Xi <st Yi H X2 Sst Yo, MA 


X; + X2 Sst Yı + Y2; 


如 果 Xi Sa Yi, A X2 <a Yo, MA 





Xı + X2 Ss Yı + Y2. 


证 明 ”由 定义 , X <a Y 当 且 仅 当 对 所 有 的 te (0,1), qx(t) < ov (t). 由 引 理 
10.32, 对 所 有 的 te (0,1), 


QX14+X2)(t) = qx, (t) + qx (t) < qy, (t) + qy- (t) = qmi +Y2) (t). 


因此 ， 
Xı + X2 Sst Yı + Yo. 


至 于 对 止 损 序 情形 , 注意 到 X Sa Y 当 且 仅 当 
qx(s)ds < f wt vt € (0,1). 
由 引 理 10.32, 对 所 有 的 te (0,1), 
1 1 1 
f oor)as = axito)ds+ f axa(s)as 
1 1 
< Í ay, (8)ds + I qv, (s)ds 


1 
= i Q(¥,+¥2)(8)ds. 


因此 ， 
Xı + X2 Sa Yi + Yo. o 
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810.5.4 ”分布 不 变 的 共 单调 次 可 加 风险 度量 


设 p:9(P) >R. WRX <a Y B® p(X) < pY), 则 称 p 满足 一 阶 随机 占 优 . 
容易 证 明 : p 满足 一 阶 随机 占 优 蕴含 p 的 单调 性 和 分 布 不 变性 . 反之 , 如 果 概 率 空 
间 (0,F,P) 是 无 原子 的 , W p 的 单调 性 和 分 布 不 变性 蕴含 p 满足 一 阶 随机 占 优 . 事 
实 上 , 这 时 存在 概率 空间 上 服从 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 U. 若 X <n Y, 则 
对 所 有 的 z € R, 有 Fx(z) > Fy(z), 于 是 对 所 有 的 te (0,1), 有 gx(t) < av(t), A 
而 gx (VU) < qy (U), P-as.. 注意 到 XX 与 qx(U) ARH, Y 与 gqy(U) 同 分 布 , 我 们 有 


p(Y) = play (U)) < p(qx(U)) = p(X). 


从 而 p 满足 一 阶 随机 占 优 . 

分 布 不 变 的 一 致 风险 度量 满足 一 阶 随机 占 优 .如 果 某 个 保费 原理 可 以 表示 某 
个 扭曲 的 Choquet 积分 , 那么 它 自 然 满足 一 阶 随机 占 优 . 这 样 的 保费 原理 在 保险 中 
非常 常见 , 称 为 扭曲 保费 原理 . 

本 小 节 的 结果 主要 来 自 文献 Song and Yan (2009a). 


定理 10.35 $ Ms(P) 为 满足 以 下 性 质 的 jy € Mim(P) 构成 的 集合 : 


X Sst Y => p(X) < plY). 





那么 M*(P) = {g0 P : g € D}. 


证 明 WREE g eD, 使 得 u= goP, 那么 , 由 定理 10.30, 我 们 知道 u e 
As(P)， 现 在 假定 u € Mst(P)， 对 于 满足 P(A) = P(B) 的 A,B e F, 我 们 有 
H(A) = p(B). 事实 上 , I4 和 Is 具有 相同 的 分 布 , 而 pE 人 Ms(P) 是 分 布 不 变 的 . 
此 ,对 于 A e F, 数值 (A) 是 由 数值 P(A) 唯一 确定 的 . 于 是 令 E = {P(4) : AEF}, 
可 以 如 下 定义 一 个 映射 9 : ER, 


Va2eE, g(z)=p(A), HEA AcE F, 使 得 P(A) = zx. 


对 于 x,y € E, z < y, HE 的 定义 , FE A,B € F, 使 得 P(A) = 2 < y = P(B). 
因此 , la <s 1g, 从 而 有 g(x) = (A) < p(B) = gly), BI 9 是 E LMR. 
这 样 ,9 可 以 扩展 成 E 的 闭 包 上 的 增 函 数 ， 进 而 扩展 成 [0,1] 上 的 增 函 数 ， 使 得 
9(0) = 0,9(1) = 1, H p=goP. 口 
注 ”由 定理 10.35 知 , 满足 平移 不 变性 、 正 齐 次 性 、 共 单调 可 加 性 和 一 阶 随机 
占 优 的 泛 函 p : 9(P) 一 R 可 以 表示 为 某 个 扭曲 的 Choquet 积分 . 
令 为 DD 的 任意 子 集 . 如 果 我 们 定义 p:9 >R A 


p(X) = sup(g o P)(X), 
gEH 


. 252 - 第 十 章 ”静态 风险 度量 
那么 显然 , p 满足 满足 平移 不 变性 、 正 齐 次 性 、 共 单调 可 加 性 和 一 阶 随机 占 优 . 以 


下 定理 说 明 逆 命 题 也 成 立 , 


定理 10.36 ”如 果 p : 9(P) R 满足 平移 不 变性 、 正 齐 次 性 、 共 单调 次 可 加 性 和 
一 阶 随机 占 优 , 那么 p 具有 以 下 表示 : 


p(X)= max(g o P)(X), 






其 中 
D? ={gED: (goP)(Y) < p(Y), VY € 9(P)}. 


证 明 ”由 定理 10.35, 为 了 证 明 此 定理 , 只 需 证 明 p 具有 以 下 表示 : 


X)= p(X), 
p(X) sa ) 





其 中 
M?(P) = {ue M*"(P): p(Y) < p(Y),VY € 9(P)}. 
为 此 , 我 们 只 需 证 明 对 任意 的 X e 9(P), 存在 ux € M?(P) 使 得 yx(X) = p(X). 
由 p 和 j 的 平移 不 变性 , 我 们 只 需要 考虑 p(X) = 1 的 情形 . 
对 于 给 定 的 这 样 的 X, > [X] := {u(X) : ut R 上 连续 递增 的 函数 }, HS 


B = {Y €G(P): 3Z € [X] 使 得 p(Z) <1, HY <Z as}. 


容易 验证 BRON, Bi := {Y € 9(P) :上 Yl <1}c 8, 且 XX 4 B. 由 凸 集 分 离 定 理 ， 
存在 非 平凡 的 A € ba(Q, F, P), 使 得 


sup A(Y) < A(X). 
YEB 


这 里 ba(Q, F, P) 表示 所 有 关于 P 绝对 连续 的 具有 有 限 变 差 的 有 限 可 加 测度 p 全 体 
构成 的 空间 . 由 于 Bi cB, 我 们 有 A(X) > 0. 因此 我 们 可 以 选择 和 使 得 和 (X) = 1. 
我 们 断言 具有 以 下 性 质 : 

1° 对 任意 的 Y > 0,Ye G(P), XY) > 0; 

2° X(1) = 1; 

3° 对 任意 的 Y € [X], AY) < p(Y). 

事实 上 , 对 任意 的 Y > 0,Y € 9(P),c > 0, 我 们 有 —cY eB. KF, X(-cY) < 
A(X) = 1. 由 于 c 是 任意 的 , 我 们 得 到 1°. 

对 任意 的 0 < c < 1, 显然 ce B. 由 于 c < 1 是 任意 的 , 这 蕴含 (1) <1. 另 一 
方面 , 对 任意 的 c > 1, 我 们 有 


2 一 cAM1) = A(2X —c) < A(X) = 1, 
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这 蕴含 了 A(1) > 1/c. 由 于 c> 1 是 任意 的 , 我 们 得 到 A(1) > 1. 这 样 2" 得 到 证 明 . 
最 后 , 对 任意 Y € [X], $ Yi =Y —plY] +1, 那么 对 c>1, 有 i/ce B. AF 

c > 1 是 任意 的 , 这 蕴含 了 AY) < 1. 因此 , 我 们 得 到 AY) < p(Y). 我 们 证 明了 3°. 
我 们 定义 p.: 9(P) 一 及 为 


pr(Y) := sup{A(Z) : Z <st Y, Z € [X]}, Y € G(P). 

GR p. 满足 一 阶 随机 占 优 、 正 齐 次 性 , 以 及 以 下 性 质 : 

ps(Y) < P(Y), VY € G(P); ps(Y) > AY), VY € [X]. (10.9) 
我 们 断言 p。 还 具有 共 单 调 可 加 性 . 事实 上 , 令 YY cg) 为 共 单 调 的 , 那么 存 
在 R 上 的 连续 , 递增 函数 u,v 使 得 u(z) 十 v(z) = z,z ER, H 

Yı = u(¥, + Y2), Yo =v(Y + Yo) a.s.. 
对 任意 的 Z € [X] 使 得 Z <s Yi + Yo, RANA u(Z),v(Z) € [X] E 
u(Z) Sot u(Yı + Y2) = Yj, v(Z) Sst v(Yı + Y2) = Yo. 
因此 
P+(¥i) 十 Per(z2) > A(u(Z)) + A(v(Z)) = A(Z). 
由 p. 的 定义 , 我 们 得 到 
p«(Yi + Y2) < po (Y1) 十 ps(22). 


另 一 方面 ， 对 所 有 的 Zi, Z2 E [X], 使 得 Zı Sst Yi, Z2 Sst Yo, 由 引 理 10.34， 我 们 得 
到 Zi + Z2 Sst Yi + Yo. 因此 ， 


A(Z1) + A(Z2) = A(Z1 + Z2) < ps(Y1 + Y2). 
由 p* 的 定义 , 我 们 得 到 
ps(Yi + Y2) > p:(¥1) + p. (Y2). 


因此 , p 具有 共 单 调 可 加 性 . 
由 定理 10.9 知 , 存在 ux E€ Mim(P), 使 得 对 所 有 Y € 9(P), yx(Y) = p.(Y). 
由 (10.9) 知 , ux € M(P), 且 


Bx (X) = p.(X) = A(X) = p(X). 
定理 证 毕 . 口 
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i$ Heyde et al. (2006) 引入 了 所 谓 的 自然 风险 统计 (natural risk statistic) 的 
BS. 自然 风险 统计 p 定义 在 随机 变量 的 数据 观察 z = (11,82, ,zn) E R” E, 
且 满 足 单调 性 、 正 齐 次 性 、 平移 不 变性 、 共 单调 次 可 加 性 , 以 及 置换 不 变性 : WE 
意 的 置换 (i1,… in), 

pl(T1,*** ,En)) 一 p((zi ,Zin))， 
他 们 证 明了 任意 的 自然 风险 统计 p 可 以 表示 为 一 族 加 权 平 均 的 上 端 . 

用 本 文 的 记号 来 刻画 他 们 的 问题 : 令 Q = {1,2,---,n}; F = 2%; P(i) = 
1/n,i = 1,2,.… ,n; G(P) = {X|X : Q — R}. 在 这 里 , X,Y € 9(P),X <a Y Hf 
含 存 在 某 个 了 c gP), Y = Y, EA Xx < Y. 事实 上 , 假设 X < X<- < Xn, 
Ysa) < Ya) S++: < Yon): 定义 六 = Yai = 1,2,… ,n, 那么 了 满足 所 要 求 的 
条 件 . 

在 这 个 框架 下 , p 可 以 视 为 GE) 上 具有 单调 性 、 正 齐 次 性 、 平移 不 变性 、 共 单 
调 次 可 加 性 、 以 及 分 布 不 变性 的 泛 函 . 由 上 面 的 讨论 , 在 这 个 框架 下 , 单调 性 和 分 
布 不 变性 等 价 于 满足 一 阶 随机 占 优 . 因此 p 满足 一 阶 随 机 占 优 、 正 齐 次 性 、 平 移 不 
变性 、 共 单调 次 可 加 性 . 相应 地 , 他 们 的 关于 自然 风险 统计 表示 的 结果 为 定理 10.36 
的 一 个 特殊 情形 . 

下 面 我 们 考虑 止 扭曲 与 止 损 序 的 关系 . 定理 10.30 蕴含 了 以 下 结论 . 


定理 10.37 $ g 为 一 个 凹 扭曲 函数 . 如 果 X <a Y, 那么 
go P(X) <goP(Y). 


下 一 定理 表明 , 在 假定 概率 空间 (0, F,P) 是 无 原子 的 前 提 下 , 上 述 命题 的 逆 合 
题 也 成 立 . 


定理 10.38 ”假设 概率 空间 (N, F, P) 是 无 原子 的 . 令 MP) 为 满足 以 下 性 质 的 
KE Mi,m(P) 构成 的 集合 : 


X Ss Y => u(X) < (Y). 


那么 


Asl(P) = {goP:g€D, g MB}. 


ME) PATA ICRA EI AY H. 


证 明 ”由 于 X <a Y MAX <u Y, 由 定理 10.37, FERA g € D, 使 
得 = goP， 我 们 只 需要 证 明 g 是 凹 的 ， 我 们 用 反 证 法 ， 假 设 g TEM, 则 存在 
O<a<b<c<l, 使 得 





(1 — a)g(a) + ag(c) — g(b) > 0, 
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其 中 a = (b 一 a)/(c 一 a)， 由 于 概率 空间 无 原子 , 我 们 可 以 取 A,B,C e F 使 得 
ACBCCH 
P(A) =a, P(B)=b, P(C)=c. 
令 
大 一 374 十 (1 十 a)Tc\4， Y =3I4+ 27B\A 十 Ioys- 
我 们 断言 X Sa Y. 事实 上 , 我 们 只 需要 验证 对 任意 de [1,1 +a], 有 
E((X — d)+] < E[(Y — d),]. 
这 是 成 立 的 , 因为 对 于 de [1,1 +a), RNA 
El(Y — d)4] - E[(X — d)+] = (d-1)(c-6) > 0. 
另 一 方面 , 由 Choquet 积分 的 定义 , 我 们 有 
(go P)(X) — (go P)(Y) =(2 — a)g(a) + (1 + a)g(c) — (g(a) + 9(b) + 9(c)) 
= (1 — a)g(a) + ag(c) — g(b) > 0, 

这 与 假设 矛盾 . 因此 g 是 目的 . 口 

注 ”由 定理 10.38 知 , 满足 平移 不 变性 、 正 齐 次 性 、 共 单调 可 加 性 和 止 损 序 的 
泛 函 p:9(P) 一 R 可 以 表示 为 某 个 止 扭曲 的 Choquet 积分 . 

止 损 序 代 表 了 风险 厌恶 决策 者 的 共同 偏好 . 因此 , 满足 平移 不 变性 、 正 齐 次 、 共 
单调 次 可 加 性 和 止 损 序 是 对 风险 度量 的 一 个 非常 自然 的 要 求 . 


下 面 我 们 证 明 满足 平移 不 变性 、 正 齐 次 性 、 共 单调 次 可 加 性 和 止 损 序 的 泛 函 
p:G(P) > R 可 以 表示 为 一 族 止 扭曲 的 上 端 . 为 此 , 先 证 明 一 个 引 理 ， 


引 理 10.39 $ g » [0,1] 上 的 一 个 递增 的 函数 , 使 得 g(0) = 0, g(1) = 1, HS 
5 为 大 于 9 的 最 小 的 凹 函数 .那么 5 也 为 [0,1] 上 的 递增 函数 ,使 得 7(0) = 0, 
9(1) = 1 且 满 足以 下 性 质 : Yb e (0,1),e > 0, 30<a<b<cz1, 使 得 











g(b) — e < (1 — a)g(a) + ag(c), 
其 中 a = (b - a)/(c - a). 


证 明 ”我 们 只 和 需 证 明 最 后 一 个 断言 .我们 用 反 证 法 来 证 明 . 假定 断言 不 成 立 ， 
则 存在 be (0,1), c > 0, 使 得 对 任意 的 0<a<b<c<1, 有 


A := (b) — € > (1 — a)g(a) + ag(c), 
HP a =(b-a)/(c—a). > 
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fil) = Az/b, fo(z)= (1— A)(x — b)/(1 — b) + A, 
那么 AA f AMH, E g< fiV h e 
G = {(z,y) : z € [0, 1], fı A f2(z) < y < g(2)} 
以 及 
k = sup{(y — A)/(x — b) : (x,y) € G} V (1— A)/(1 — b), 
那么 FE< A/b 且 


f = k(x — b) + A > Q(z), 
从 而 f > 5 然而 , f( = A < 9(b). 这 导致 矛盾 , 从 而 断言 成 立 . 口 


定理 10.40 ”假设 概率 空间 (0,F7,P) 是 无 原子 的 . 如 果 p : 9(P) 一 R 满足 平移 
不 变性 、 正 齐 次 性 、 共 单调 次 可 加 性 和 止 损 序 , 那么 p 具有 以 下 表示 : 


p(X) = BO o P)(X), 


D” ={g ED" : (go P)(Y) < p[Y), VY € G(P)}, 
D¢={gEeD: 9 是 凹 的 }. 
证 明 ”我 们 只 需 证 明 对 任意 的 Xe 9(P), FE g € Dee, 使 得 goP(X) = p(X). 


由 p 和 goP 的 平移 不 变性 , 我 们 只 需 考虑 p(X) = 1 的 情形 . 
对 于 给 定 的 这 样 的 X, 令 


[X] := {u(X): u 是 RR 上 连续 递增 的 函数 }， 





Ae 

B = {Y €G(P): 3Z € [X] #@ o(Z) <1, HY < Z a.s.}. 
容易 验证 8 是 凸 的 , Bı := {Y € GP): Yl <I cB EX gB. 由 凸 集 分 离 定理 ， 
存在 非 平凡 的 Ae ba(Q, F, P), 使 得 


sup A(Y) < A(X). 
YeB 


这 里 ba(0,F,P) 表示 所 有 关于 P 绝对 连续 的 具有 有 限 变 差 的 有 限 可 加 测度 p 全体 
构成 的 空间 . 由 于 Bi c B, 我 们 有 A(X) > 0. 因此 我 们 可 以 选择 A, 使 得 AX) = 1. 
我 们 断言 具有 以 下 性 质 : 

1° 对 任意 的 Y > 0,Y € 9(P), A(Y) > 0; 
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2° X(1) = 1; 

3° 对 任意 的 Y € [X], A(Y) < p(Y). 

事实 上 , 对 任意 的 Y > 0,Y € 9(P),c > 0, 我 们 有 —cY eB. KF, A(-cY) < 
A(X) = 1. AF c 是 任意 的 , 我 们 得 到 1°. 

对 任意 的 0 <c < 1, 显然 ce B. 由 于 c< 1 是 任意 的 , RAF A(1) <1. 另 一 
方面 , 对 任意 的 c > 1, 我 们 有 


2—cX(1) = A(2X —c) < A(X) =1, 
这 蕴含 了 和 (1) > 1/c. 由 于 c> 1 是 任意 的 , 我 们 得 到 A(1) > 1. 这 样 2° 得 到 证 明 . 
最 后 , SHER Y c [X], 令 Yi =Y -plY] +1, BAM c> 1, A Yi/ceB. 由 于 


c > 1 是 任意 的 , RAST AY) < 1. 因此 , 我 们 得 到 AY) < p(Y). 我 们 证 明了 3°. 
我 们 定义 p, UR p*: GP) >R X 


pr(Y) := sup{A(Z) : Z Sst Y, Z € [X]}, Y € G(P). 


p* (Y) := sup{A(Z) : Z <a Y, Z € [X]}, Y € G(P). 


根据 定理 10.36 的 证 明 , 存在 某 个 扭曲 函数 gE D 使 得 goP = p, < p E goP(X)= 
p(X) = p(X). 
BR p* 满足 平移 不 变性 、 正 齐 次 性 和 止 损 序 , 以 及 以 下 性 质 : 


ps(Y) 和 po) 和 Spy)，YYre9Bi p*(Y)> XY), VvY € [xX]. 


我 们 断言 p* 也 具有 共 单 调 超 可 加 性 . 事实 上 , 令 Yi, Y e 9(P) 为 共 单调 的 . 对 所 
有 的 Zi, 22 € [X], 使 得 Zi <s Yi, Z2 <a Yo, 由 引 理 10.34, 我 们 得 到 


Z + Z2 Sat Yi + Y2. 
因此 ， 
A(Z1) + A(Z2) = Zi + Z2) < p* (Yı + Y2). 
由 p* 的 定义 , 我 们 得 到 
p*(¥i + Y2) 2 p* (Y1) + p*(¥2). 


所 以 , p* 具有 共 单 调 超 可 加 性 . 
$g: [0,1] 一 [0,1] AAF g 的 最 小 的 上 四 函数 . 对 Be 下 使 得 b:= P(B) e (0,1) 
以 及 e > 0, 存在 0<a<b<c<0 使 得 


g(b) — € < (1— a)g(a) + ag(c), 
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其 中 a = (b-a)/(c—a). 由 于 概率 空间 无 原子 , TAR ACBCC 使 得 P(4) = 
a, P(C) = c, 那么 


Jo P(B) -— e < (1 -— a)g o P(A) + ag o P(C). 
由 (10.3), 
(1 — a)g o P(A) + ag o P(C) < (1 — a)p* (I4) + ap* (Ic). 
由 于 p* 具有 正 齐 次 性 和 共 单调 超 可 加 性 ， 
(1 — a)p*(Ia) + ap" (Ic) < p*((1 — a)Ia + alc). 
注意 到 , (1 一 a)I4 tale <a Ip 以 及 p* 满足 止 损 序 , 我 们 得 到 
p*((1-a)Ia + alc) < p* (IB). 


因此 g o P(B) < p*(Iz). 

定义 p(Y) = —p*(-Y), 对 所 有 的 Ye 9(P). 由 于 X <a Y BA -Y <q -X, 
我 们 知道 p 满足 平移 不 变性 、 正 齐 次 性 、 共 单调 次 可 加 性 和 止 损 序 . 由 定理 10.36, 
存在 As(P) 的 某 个 子 集 M?(P), 使 得 


p(Y) HY). 


= max 
LEMP(P) 
从 而 


*(Y)= min Y), 
PY) = min HY) 


其 中 Me (P) 为 Mst(P) 的 另外 一 个 子 集 . 

因此 , 对 任意 的 Be FUR We M” (P), GoP(B) < p(B). 从而, 对 任意 的 
Y € 9(P) 以 及 u € M” (P), go P(Y) < y(Y). 因此 , 我 们 得 到 , 对 所 有 的 Y € G(P), 
GOP(Y) < p*(Y) < p(Y), H GoP(X) = p(X). 定理 证 毕 . 口 

由 定理 10.40 我 们 看 到 , 满足 平移 不 变性 、 正 齐 次 性 、 共 单调 次 可 加 性 和 止 损 
序 的 风险 度量 与 分 布 不 变 的 一 致 风险 度量 具有 完全 相同 的 表示 , 于 是 有 以 下 推论 . 
R 10.41 ”假定 概率 空间 (0,F,P) 是 无 原子 的 . p : 9(P) 一 R 满足 平移 不 变性 、 
正 齐 次 性 、 共 单调 次 可 加 性 和 止 损 序 , 当 且 仅 当 p 满足 平移 不 变性 、 正 齐 次 性 、 
次 可 加 性 和 一 阶 随 机 占 优 . 


证 明 ”这 是 定理 10.40 的 一 个 直接 的 推论 . 下 面 我 们 给 出 一 个 基于 引 理 10.33 
的 证 明 . 
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首先 证 明 必要 性 . 假设 p 满足 平移 不 变性 、 正 齐 次 性 、 共 单调 次 可 加 性 和 止 
损 序 , 我 们 只 需要 证 明 p 满足 次 可 加 性 . 由 于 (Q, F, P) 是 无 原子 的 , 该 概率 空间 上 
存在 在 [0, 1] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 UV. 对 任意 的 X,Y € G(P), 令 Xe = qx(U), 
Y° = qy (U), 其 中 qx (t) M qy (t) DHA Fx 和 Fy MAW BR. 那么 Xe Ye € G(P) 
X =¢ X°, Y =t Y°, B Xec,Ye 是 共 单 调 的 . 由 引 理 10.33， 


X +Y <u X°+Y*%, 


从 而 
Xe 十 Yec Ssa X +Y. 


由 于 p 满足 共 单 调 次 可 加 性 和 止 损 序 ， 
P(X +Y) < o(X°+ ¥Y°) < p(X°) + p(Y°) = p(X) + p(Y). 


因此 , p 满足 次 可 加 性 . 
现在 证 明 充 分 性 . 假设 p 满足 平移 不 变性 、 正 齐 次 性 、 次 可 加 性 和 一 阶 随 机 占 
优 , 我 们 只 需要 证 明 p 满足 止 损 序 . 由 定理 10.30 以 及 分 布 不 变 一 致 风险 度量 的 表 
示 定 理 , 这 个 结论 是 显然 的 . o 
注 ”由 于 满足 止 损 序 的 风险 度量 反映 了 风险 厌恶, 上 述 推论 给 出 了 一 致 风险 
度量 所 要 求 的 次 可 加 性 一 个 合理 的 解释 . 特别 地 , 由 于 VaR 不 具有 次 可 加 性 , 从 而 
VaR 不 反映 风险 厌恶. 
， ”由 于 任意 的 ge De 是 某 个 递增 的 连续 函数 序列 {gn} Cc De 的 极限 , 由 Cho- 
quet 积分 的 定义 , 我 们 从 定理 10.40 可 以 得 到 以 下 推论 . 


R 10.42 ”假定 概率 空间 (9, 大 ,了 ) 是 无 原子 的 . WR p : 9(P) 一 R 满足 平移 不 
变性 、 正 齐 次 性 、 共 单调 次 可 加 性 和 止 损 序 , 那么 p 有 以 下 表示 : 


p(X)= sup (goP)(X), 
9ED8 





DR“ = {gE D“ : g(0+)=0, (goP)(Y) < p(Y), WY € G(P)}. 


§10.5.5 ”分布 不 变 的 共 单 调 凸 风险 度量 


在 这 一 节 , 我 们 将 考虑 分 布 不 变 的 共 单调 凸 风 险 度量 以 及 它 的 一 种 特殊 情形 : 
满足 止 损 序 的 共 单调 凸 风 险 度量 . 我 们 将 给 出 了 这 两 种 风险 度量 的 数学 表示 , 且 由 
此 表示 发 现 , 满足 止 损 序 的 共 单 调 凸 风险 度量 其 实 为 分 布 不 变 的 凸 风险 度量 . 本 小 
节 的 结果 主要 来 自 文献 Song and Yan (2009a). 
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令 a : D 一 RU {+00} 为 任意 使 得 infoep a(g) 有 限 的 泛 函 .如 果 我 们 定义 
p:G(P) -RA 
p(X) = up ((g oP)(X)—a(g)), X €9(P), 
那么 p 满足 单调 性 、 平 移 不 变性 , 以 及 共 单 调 凸 性 . 下 面 我 们 证 明 相反 的 结论 . 


定理 10.43 ”如 果 p : 9(P) 一 R 满足 一 阶 随机 占 优 、 平 移 不 变性 , 以 及 共 单 调 凸 
性 , 那么 p 具有 以 下 表示 : 


p(X) = max ((g°P)(X) —a(g)), X €G(P), 





a(g)= sup (goP)(X), geED. 
p(X)<0 


证 明 ”由 定理 10.35, 只 需 证 明 
p(X) = max, (u(X) -—a(u)), X €G, 
其 中 
a(n) = on HX; pe M*. 
不 失 一 般 性 , 我 们 假定 p(0) = 0. 首先 , 我 们 证 明 
p(X) > sup (PO) —a(u)), X €G(P). (10.10) 
事实 上 , 对 任意 的 Xe G(P), > Xi = X — p(X), 那么 p(X) =0. 因此 
a(n) > p(X1) = H(X) — p(X), Vue M*, 
从 而 (10.10) 成 立 . 因此 , 为 了 证 明 此 定理 , 我 们 只 需 证 明 对 任意 X c G(P), 存在 一 
个 Ux € Mst 使 得 
p(X) < ux(X) — a(ux). 
由 平移 不 变性 ， 只 需 对 满足 p(X) = 0 的 X 进行 证 明 . 对 于 某 个 给 定 的 这 样 的 
X E€ G(P), > [X] := {u(X): * 是 及 上 连续 递增 的 函数 }, HS 
B = {Y € G(P) : FEZ e [X], 使 得 p(Z) <0, HY <Zas}. 
容易 验证 BEGAN, Bi := {Y € X(P) :|Y+1|<1}cB8, 且 XX 4 8B. HLEDA 
定理 , 存在 非 平凡 的 € ba(Q, F, P), 使 得 


b := sup A(Y) < A(X). 
YEB 
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我 们 断言 

(1) 对 任意 Y 20 a.s., Y € G(P), A(Y) 2 0; 

(2) A(1) > 0. 

事实 上 , 对 任意 的 Y > 0 a.s., Y € GP) 以 及 c > 0, 我 们 有 -1-cY € B, 
和 (一 1 一 cY) < A(X). HF c 是 任意 的 , 我 们 得 到 AY) > 0. 

至 于 (2), AF 和 是 非 平凡 的 , 存在 某 个 Y € 9(P),||Y|| < 1, 使 得 XY) > 0. 因 
此 , XY+) > 0,A(1 一 Y+) > 0. 由 此 我 们 知道 (1) > 0. 从 而 , 我 们 可 以 选择 和 使 得 
和 (1) = 1. 我 们 定义 p. : 9(P) >R 为 


p+(Y) := sup{A(Z): Z Sst Y,Z € [X]}. 
容易 证 明 p. 满足 一 阶 随 机 占 优 、 正 齐 次 性 以 及 以 下 性 质 : 
p(¥)> MY), VY e [X]. 


我 们 断言 p。 也 具有 共 单 调 可 加 性 . 事实 上 , > Yi Y E 9(P) 为 共 单 调 的 , RAF 
在 R 上 的 连续 递增 的 函数 wu,wv, 使 得 u(z) + 0(z) =2z,zE R, H 


Y=uYi+Y), Y=v(Y+Y)a.s.. 
对 任意 的 Z e [X] 使 得 Z <s ( + Yo), 我 们 有 u(Z),v(Z) € [X] E 
u(Z) Sst u(Yı + Y2) = Yj, v(Z) Sat v(Yı + Y2) = Yo. 
因此 
p»(¥i) 十 ps(22) > A(u(Z)) + A(v(Z)) = A(Z). 
Hp. 的 定义 , 我 们 得 到 
px(Y1 + Y2) < p. (Y1) + pr(Y2). 


另 一 方面 , 对 所 有 的 Z, Z € [X], 使 得 Zi <st Yi, Zo Sat Yo, 由 引 理 10.34, 我 们 得 
到 Zı + Z2 Sst (Yı + Y2). 因此 


A(Z1) + A(Z2) = A(Z1 + Z2) < ps( + Y2). 
由 p. 的 定义 , 我 们 得 到 
ps(Yi + Y2) > p.(¥i) + p:(Y2). 


因此 , p。 具有 共 单 调 可 加 性 . 
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因此 , 由 定理 10.9, 存在 2° 上 的 一 个 单调 有 限 集 函 数 wx 表示 pa Hp. 的 
EX, 
HAx(1) = px(1) = 1. 
如 果 p(Y) < 0, 则 对 任意 es > 0, 有 p(Y ~ s) <0. 于 是 得 到 
ux[Y]- e=ux(Y — £) =p.(¥ - €) 
=sup{A(Z) : Z Sst Y - £, Z € [X]} 
< sup A(Z) =b. 
ZEB 
RAA 
a(ux)= sup ux(Y) <b, 
p(Y)<o 
ux(X) — a(ux) > ux(X) -b> A(X) -b 20 = p(X). 


定理 证 毕 . 口 
任意 分 布 不 变 的 共 单 调 凸 风险 度量 可 以 表示 为 一 族 扭曲 的 上 端 . 风险 度量 可 
以 表示 为 一 族 扭曲 的 上 端 . 


定理 10.44 ”假定 概率 空间 (Q, 丰 ,了 ) 是 无 原子 的 . WR p : 9(P) 一 R 满足 止 损 
序 、 平移 不 变性 , 以 及 共 单 调 凸 性 , 那么 p 具有 以 下 表示 : 


p(X) = max ((goP)(X)—a(g)), X €G(P), 





a(g)= sup (goP)(X), g ED“. 
p(X)<o 


证 明 ”由 定理 10.38, 只 需 证 明 
p(X) = mse, (u(X)—a(u)), X €G(P), 


其 中 
a(u)= sup a(X), pE Mu. 
p(X)<0 


不 失 一 般 性 , 我 们 假定 p(0) = 0. 首先 证 明 
p(X) > sup (u(X)—a(u)), X € G(P). (10.11) 
事实 上 , 对 任意 的 Xe 9(P), & Xi = X - p(X), MA p(X1) = 0. 因此 


a(u) > p(X1) = H(X) - p(X), Yue M", 
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从 而 (10.11) 成 立 . 因此 , 为 了 证 明 此 定理 , 我 们 只 需 证 明 对 任意 X cge), FER 
个 HX Ee M 使 得 

p(X) < ux(X) — a(ux). 
由 p 的 平移 不 变性 , 只 需 对 满足 p(X) = 0 的 X 进行 证 明 . 对 于 某 个 给 定 的 这 样 的 
X €G(P), > [X] := {u(X): u 是 RR 上 连续 递增 的 函数 }, HS 


B = {Y € 9(P) :存在 Ze [X], 使 得 p(2Z) <0, HY < 2 a.s.}. 


容易 验证 BEAN, Bi := {Y € X(P) :|Y+11<1}cB, 且 XX 4 B. 由 凸 集 分 离 
定理 , 存在 非 平凡 的 € ba(Q, F, P), 使 得 


b:= sup A(Y) < A(X). 
YEB 


我 们 断言 

(1) 对 任意 Y > 0 a.s., Y € 9(P), 和 (Y) > 0; 

(2) A(1) > 0. 

事实 上 , 对 任意 的 Y > 0 a.s., Y € G(P) 以 及 c > 0, 我 们 有 -1 一 cY €B, 
和 (-1 一 cY) < A(X). 由 于 c 是 任意 的 , 我 们 得 到 AY) > 0. 

至 于 (2), 由 于 和 是 非 平凡 的 , FERA Y € GP), IYI < 1, 使 得 XY) > 0. A 
此 , 和 (Y+) > 0, A(1 一 Y+) > 0. 由 此 我 们 知道 A(1) > 0. 从 而 , 我 们 可 以 选择 和 使 得 
和 (1) = 1. 我 们 定义 p., p*: 9(P) >R X 


p«(Y) := sup{A(Z) : Z <st Y, Z € [X]}, Y € 9(P). 
p* (Y) := sup{A(Z) : Z <a Y, Z € [X]}, Y €G(P). 


由 定理 10.36 以 及 定理 10.43 的 证 明 , 存在 扭曲 函数 ge DER goP =p <p 以 
及 goP(X) = p.(X) = p(X). 显然 p* 满足 止 损 序 、 正 齐 次 性 、 平 移 不 变性 , 以 及 以 
下 性 质 : 


P(Y) < (Y) < pY), Y € 9(P); p*(Y) > AY), VY e€ [x]. (10.12) 
我 们 断言 p* 也 具有 共 单 调 超 可 加 性 . 事实 上 , 令 Yi, Y ¢ 9(P) 为 共 单 调 的 . 对 所 
有 的 Zi, Z2 € [X], 使 得 Zi <a Vi, Z2 Sat Yo, 由 引 理 10.34, 我 们 得 到 
Zi + Z2 &s Yı + Yo. 


因此 ， 
A(Z1) + A(Z2) = A(Zı + Z2) < p* (Yi + Y2). 


由 p* 的 定义 , 我 们 得 到 
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p* (Yi + Y2) > p* (Y1) + p*(¥2). 


所 以 , p* 具有 共 单 调 超 可 加 性 . 
4 9: [0,1] 一 [0,1] AAF g 的 最 小 的 四 函数 . 对 已 < 大 使 得 5:= P(B) e (0,1) 
以 及 e > 0, 存在 0<a<b<c<0 使 得 


g(b) — € < (1 — a)g(a) + ag(c), 
其 中 a = (6 一 a)/(c 一 a). 由 于 概率 空间 无 原子 , 可 以 取 ACBCC 使 得 P(A) = 
a, P(C) = c, 那么 

Jo P(B) -—e < (1—a)go P(A) + ag o P(C). 
故 由 (10.12) 得 
(1 — a)g o P(A) + ag o P(C) < (1 — a)p* (Ia) + ap* (Ic). 
由 于 p* 具有 正 齐 次 性 和 共 单 调 超 可 加 性 ， 
(1 — @)p*(Ia) + ap*(Ic) < p*((1 — a)Ia + alc). 

注意 到 (1 一 a)I4 tale Sa Is 以 及 p* 满足 止 损 序 , 我 们 得 到 

p*((1—a)I4 +alc) < p* (IB). 


因此 go P(B) < p*(IBs). 

VY € 9(P), 定义 r(Y) =—p*(-Y). 由 于 X <a Y BH -Y <a -X, 我 们 知 
道 r 满足 一 阶 随机 占 优 、 正 齐 次 性 、 平 移 不 变性 和 共 单 调 次 可 加 性 , 由 定理 10.36, 
存在 M**(P) 的 某 个 子 集 M?(P), 使 得 


mY) = max. y(¥). 


从 而 ， 
AP(Y) = A(Y)， 


wee" (P) 
其 中 MP (P) 为 Mt(P) 的 另外 一 个 子 集 . 
因此 , 对 任意 的 B € 下 以 及 pe MP? (P), 5o 了 了 (B) < p(B). 于 是 对 任意 的 
Y € 9(P) Ñ p € M” (P), 有 5oP(Y) < py(Y). 因此 , 对 所 有 的 Ye 9(P), 我 们 有 
GoP(Y) < p*(Y) < p(Y), H go P(X) = p(X). 
WR p(Y) < 0, 则 对 任意 s > 0, 有 pY - s) <0. 于 是 我 们 有 
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goP(Y) —e=goP(Y — e€) < p*(Y — e) 
=sup{A(Z) : Z <a Y —€, Z € [X]} 
< sup A(Z) =b. 

ZEB 


a(g)= sup goP(Y) <b, 
p(¥)<0 


go P(X) —a(g) > go P(X) — b > A(X) — b > 0 = p(X). 
定理 证 毕 . l o 


系 10.45 ”假定 概率 空间 (Q, F, P) 是 无 原子 的 . 设 p: 9(P) 一 R, W p 满足 止 


损 序 、 平 移 不 变性 和 共 单 调 凸 性 , SARS p 满足 一 阶 随机 占 优 、 平 移 不 变性 和 
凸 性 . 


证 明 ”这 是 定理 10.44 的 一 个 直接 的 推论 . 下 面 我 们 给 出 一 个 基于 引 理 10.33 
的 证 明 . 

首先 , 假设 p 止 损 序 、 平 移 不 变性 和 共 单 调 凸 性 ， 我 们 只 需要 证 明 p 满足 凸 
性 . 由 于 (0,7,P) 是 无 原子 的 , 该 概率 空间 上 存在 在 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 
U. 对 任意 的 X,Y € G(P), & -X° = q_x)(U), -Ye=qcr(D), 其 中 q(_x)(t) 和 
q(_Y)(t) PHA Fix) 和 Foy) 的 右 逆 函 数 . 那么 -Xe, 一 Ye € G(P), -X =4 一 X。， 
-Y =° -Y °, H -Xe, -Ye 是 共 单调 的 . 由 引 理 10.33, 对 任意 的 a e (0, 1) 





a(—X) + (1 — a)(-Y) <s a(—X*) + (1 — a)(-Y°), 
从 而 
aX°+(l—a)Y° Ssa aX + (1—-a)Y. 
由 于 p 满足 止 损 序 和 共 单 调 凸 性 ， 


p(aX + (1—a)Y) <p(aX* + (1—a)Y*) 
< ap(X*) + (1 — a)p(Y*) 
=ap(X) + (1 — @)p(Y). 
因此 , p 满足 上 四 性 . 


RZ, 假设 p 满足 一 阶 随 机 占 优 、 平 移 不 变性 和 凸 性 , 我们 要 证 明 p 满足 止 损 
序 . 由 定理 10.30 以 及 分 布 不 变 凸 风险 度量 的 表示 定理 , 这 个 结论 是 显然 的 . o 
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